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Drogi Czytelniku!

W Pracowni Matematycznej opracowane zostaly rizdye ktére mog Ci pomoc w powto-
rzeniu, usystematyzowaniu i ewentualnie uzupetaidnwojej wiedzy z tej agci matematyki
(na poziomie szkotgredniej), z ktorej wiadomimi 53 podstavg do pracy na zagiach, pro-
wadzonych przez nagpracowng.

Opracowany zestaw podzielony jest na rozdzidhkazdym z nich na pociku przypomi-
namy najwaniejsze definicje i twierdzenia. Dalej prezentujeaykl zada, z ktorych bardzo
wiele jest w pelni rozwizanych (nazywamy je przyktadami),¢éz za& wymaga samodziel-
nego rozwgzania przy ayciu przedstawionych w przyktadach metod (nazywaendwicze-
niami). Do wszystkicktwiczen w koncowej cz$ci materiatbw podanegsodpowiedzi. Mamy
nadzieg, ze tak opracowany zestaw uptivi Ci samodzieln prae i utatwi przyswojenie
podanego materiatu.

Autor pragnie w tym miejscu bardzo serdeczpuodzikowa dr. Jerzemu Chmajowi za
cenne uwagi, ktérych wykorzystanie pozwolito znaeznlepszy proponowany zbiorek.
Dzickuje take mgr. irz. Grzegorzowi Puckowi za pomoc w opracowywaniu liekaie nie-
ktorych partii zada.

Krzysztof Ktaczkow

AKADEMIA MEDYCZNA W WARSZAWIE WYDZIAL FARMACEUTYCZNY
PRACOWNIA MATEMATYCZNA



Funkcje — materiaty pomocnicze dla studentow | rold farmacji i analityki medycznej
Opracowat: dr Krzysztof Kltaczkow
-3-

1. Wartos¢ bezwzgedna

Wartcicia bezwzgbdng liczby rzeczywistejx nazywamy liczb |X, okreslong nastpujaco:
X gdy x=0
-x gdy x<0
Wiasndici wartosci bezwzgédnej: Dla dowolnych liczb x, ¥R zachodz zwigzki:
(DX =0; 2)(|¥=0 = x=0;

3)-x=[x; X0 = X0y
5) M (y=0); B+ y| <X +[y];

M
UREETR

B)[X=a = x=-a Ox=a;
9)[X<a = -a<x<a;
(10j{<a = -as<x<a;
(11)>a = x<-aOx>a;
(12){=a = x<-alx=a.

X
y

Ponadto, jdi a > 0, to:

Przyktad 1.1 Doprowadzt do postaci nie zawiergjej znaku wartéci bezwzgédnej wyrae-

nie:
a) 4-x-[2-3x; b) 2lx+4 -~/(x-2) .

Rozwizanie.

a) Wyznaczamy miejsce zerowe wyeaia pod wartéciag bezwzgédng: 2 — 3x = 0= X = % .
Dzieli ono & liczbowg na dwa przedziaiy:(—oo% > oraz (§,+ooj . Rozpatrzymy dane wyra-
zenie w kadym z nich. Jeeli xO (—oo,§>, to 2 - 3x2 0, wicc [2-3X=2-3x, zatem

4-x-[2-34=4-x-(2-3x)=2(x+1). Jeeli za xD(%&ooj, to 2 — 3x < 0, czyli
2-3x =-(2-3x) =3x -2, zatem4-x-|2-3x=4-x-(3x-2) = -2(2x - 3) . Ostatecznie
mamy wkec:
2(x+1)  gdy ng
4-x-[2-3x=
-2(2x-3) gdy x>§
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b) Zauwaamy,ze: 2x + 4 —+/(x-2)° = 2x+4 -|x- 2| (wiasng¢ (7)). Dalej, x +4 =0~
= X=-4 oraz x—2=0- x =2, tak wgc & liczbowa lgdzie teraz podzielona na trzy
przedzialy: (e, -4), <-4; 2) oraz <2, #). Jeeli x[J (-, -4),t0 x+4< Qoraz x—-2<0
wiec  |x+4=-x-4 i x-2=-x+2, zatem 2x+4-|x-2 =
2(-x-4)-(-x+2)==(x+10).
Jeeli x0<-4,2), to x+4&00raz x—2<0, Wt [x+4=x+41i [x-2=-x+2, zatem
2Ax+4-|x-2 = 2(x+4)-(-x+2)=3(x+2). Jeeliz&d x <2, 40>, to x+40 oraz
Xx—220skd [x+4=x+4 i |x-2/=x-2, zatem2x+4-|x-2 = 2(x+4)-(x-2)=
x+10. Ostatecznie:

-(x+10) gdy x<-4

Ax+4-/(x-2)* ==1 3(x+2) gdy -4sx<2.

x+10 gdy X=2

Przyktad 1.2 Rozwigzat rownanie lub nieréwrig:

a) [2x+1 = 3; b) /(3x-1)° < 2; c) [1-3x>1.

Rozwizanie.
a) Na mocy whasngi (8) mamy: 2x+1 =81 2x+1=-3,czyli x=11 x = - 2.

b) Mamy kolejno:w/(Bx—l)2 <21 |3x—]j < 2. Korzystajc z wiasnéci (10) otrzymujemy:

-2<3x — 1< 2, skyd —%sxs 1, czyli XD<%,1>.

c) Wobec wiasngri (11) mamy: 1 —3x <-I11 —3x > 1 skd x> g Ox < 0. Tak wec:
2
x 0 (-,0)0 [§,+ooj.

Przyktad 1.3Rozwhzat rownanie lub nieréwnig:
a) [x-3 =2x; b) [x+5 <-x-1; c) [x+1-[2-x>x.

Rozwigzanie.

a) Zauwamy, ze rownanie nie ma postaci, wgstijacej we wtasnéci (8), bowiem po prawej
jego stronie wyspuje wyraenie zawierajce zmieng x. Musimy wkc rozwigza je w prze-
dziatach (wyznaczonych przez miejsce zerowe wama pod wart€cia bezwzgédng). Ma-

my:

x[(-,3) 0 x [< 3+) x[ (- ,3) 0 x [J< 3+00)
-X+3=2x X-3=2x x=-3
Zauwaamy, ze pierwszy ukfad spetnia tylko liczba x = 1, a drjggt sprzeczny. Tak wt
alternatywe obu uktadéw spetnia tylko liczba x = 1 i ona jgstynym rozwjzaniem rowna-

nia.
b) Rozwaajac odpowiednie przedziaty mamy:

, zatem: {
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{x [0 (—,-5) . {X O< —5,+0)
-X-5<-x-1 X+5<-x-1
{xm (—00,-5) - {x O< —5,+00)
-5<-1 x<-3
Zauwamy, ze druga nieréwrig w pierwszym ukladzie jest prawdziwa dla dowolnego
zatem mamy dalej:

xOR x<-3
Pierwszy ukiad jest spetniony dtal (—«,-5), drugi z& dla x[0< -5,—3). A wiec ich alterna-
tywa jest spetniona dlad (—c,— 8) x[< -5,-3), czyli dla x [1 (—o0,— 3).
c) Mamy:

{xD(—oo,—S) - {xD<—5,+oo)

X[ (=0,-1) xO<-12> x [ (2,+)
0 0
{—x—l—(Z—x)>x {x+1—(2—x)>x {x+l—(—2+x)>x

X[ (—00,=1) 0 xO<-12> 0 X [ (2,+00)
X< -3 x>1 X<3

XO(-0,=3) C xO@2> C x0O(23)
XxO(=,-3) 0 (1 3).

Przyktad 1.4Wyznaczy dziedzirg funkciji:
1 2x+5
a) f(X)=4/|x+1-2; b) f(X) =Vx-——; c) f(X)=——=.
e - Jfex

Rozwizanie.
a) Z uwagi na pierwiastek stopnia drugiego musimy aatpze |x+]j —220. Rozwhzujac te
nieréwng¢ otrzymujemyfx +1 = 2, skad x<-3C x =1, a wic X0 (=0,~3> [0 <1 +w).
b) Z uwagi na pierwiastek musi &yx = 0, za z uwagi ha mianownil|<z<] -4 #0. Zatem mu-
si by¢ spetniony ukiad:

x=20

I\-4#£0

Aby rozwigza drugi z warunkow lepiej najpierw rozyzia¢ réwnaniefx| -4 =0, skad
x=-4Cx=4. Zatemx-4#0 = x#-4Cx#4 = XO(-0,~4) 0 (-4/4) O (4,+0).
Dziedzirg funkcji okresla wiec uktad:

x=20
{x O(-o,-4)0 (- 44) 0 (4,4%)
skad x[< 04) O (4,+c0).
¢) Musi by¢ spetniony ukfad:
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X=[2=x=0
x—[2=X#0
Zauwamy, ze ukiad ten jest rownoway warunkowi:
x-[2-X>0.
Rozwigzujemy ostatri nierOwnac¢:
X[ (-2 > X[ (2,+00)
O
x—(2—x)>0 x—(—2+x)>0

X[ (=00,2 > 0 X[ (2,+c0)
x>1 xOR

xO@E2> [ x0(2+0)
X [ (1,+00) .
Cwiczenia:

1.1 Doprowadzé do postaci nie zawiergjej znaku wartsci bezwzgednej wyraenie:
a)[x+1-2x+3, b)x-|2-xX, c)[2x+]+x-4, d)|x-2+[2x+3,

e) [3x+2/—|x-4.
1.2.Rozwgzat rownanie lub nierowrig:
a)[3x+1=4, b)[1-24=1, c) [x+3<2,

d)[x-224, g)a-12x+9x* -2>0.

1.3.Rozwgzat nierOwnac:
a) [2x-1 < x, b) x+[2-X=-2,  c)[x+]>x+1,

d) [x-1-[3-x>1, e)|x+]j+|x+:{<%.

1.4.Wyznaczy dziedzir funkciji:
1 1

= 1= - b) f(X)=——, f(X)=——,
a) f(X)— |1 XI 3, ) (X) 3_|XI C) (X) x—|x—2|
d) f(x):\/3—x+ﬁ, e) f(X)=1-|q+|2-X.

2. Funkcja liniowa

Funkcy liniowa nazywamy funke okreslong wzorem:
f(x)=alx+b, xOR,

gdziea, bOR.

Niektore wiasndgci funkcji liniowej:

(1) Wykresem kadej funkcji liniowej jest linia prosta.

(2) Wspotczynnika, wysepujacy we wzorze funkcji liniowej, jest rowny tangensdwta
nachylenia prostej,gdolacej wykresem tej funkciji, do osi OX:
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a=tga
(odpowiedni lgt skierowanya zostat zaznaczony na peszych rysunkach — na lewym ry-
sunku jest to & ostry, a na prawym rozwarty).

<
<

(3) Jezeli prostak jest wykresem funkcji liniowejf (x) = a, (X +b,, za& prostam wykre-
sem funkcji liniowejg(x) = a, x+b,, to:
KT = & =a,,
kOl « a &, =-1(oilea,a, #0).

Przykfad 2.1 Naszkicowd wykres funkcji:
a) f(x)=x-|x+3, b) f(x) =|x+1-|x-2.

Rozwigzanie.
Funkcje z tego przykiadu nig so prawda liniowe, alegdiniowe przedziatami.
a) Wyznaczymy wzor funkcji w odpowiednich przedzata
X[ (=00,-3) 0 x[J< =3,+00)
{f(x):x—(—x—3):2x+3 {f(x):x—(x+3)=—3
Z wykresu funkcji f(x) = 2x + 3 waemiemy t czs¢, ktora odpowiada argumentom z prze-
dziatu (—,— 3):

1
m
1
(&1
1
w t
]
L¥]
L¥]
il

1ot

f(X) =2x+ 3, x(—,-3)

(nie zamalowane kotko w punkciegdacym pocatkiem pétprostej oznaczae punkt ten nie
jest zaliczany do wykresu).
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Analogicznie z wykresu funkcji f(x) = -3 bierzermgs¢ dla X[ < -3, 400):

]
(=]
1
[&]]
]
[
]
3]
3]
il

—-10t

f(X) = =3 x[< —=3+)

(zamalowany punkt,dalacy pocatkiem pétprostej, naley do wykresu).
Ostateczny wykres jest sgmwykresow z obydwu rysunkow:

y
A

"\)A

10t
f(x)=x-|x+3

b) Mamy:
{xm (—00,—-1) - {x O< -1 2) . {x O< 2,+oo).
f(x)=-3 f(x)=2x-1 f(x)=3
Zatem czstkowe wykresy &da nastpujace:

¥ ¥

A A
4 4

P x / P =
—4 -2 2 4 —4 -2 / 2 4
—0 /
-4 —4
f(X) = -3 x0(~00,-1) f(x) =2x-1Lx0<-12)
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k1

Y
B

f(X) = 3 x < 2,+)

skad otrzymujemy wykres ostateczny:

<

f(x) =[x-1-[x-2

Cwiczenia:
2.1.Naszkicowa wykres funkciji:
a) f(x) =[x-1-x, b) f(x)=x+1-|x+1, c) f(x)=2x-[1-¥,

d) f(x)=|x+2-|x-1, €) f(x)=1-x+[3-X-3.
2.2. Na podstawie wykresu funkcji f odczytabior jej argumentéw, dla ktérych spetniona
jest podana nierowié:

a) f(X)< 1 gdzie f(x) =|[x+1-2x; b) f(x)>-2, gdzie f(x) =[2- X -X;
c) f(X)> 2, gdzie f(x) =|{~[x=4; d)|f(x)|>4, gdzie f(x) =|x+2+[2-X.

3. Funkcja kwadratowa

Funkcp kwadratow nazywamy funkej, okreslong wzorem:
f(x)=alx*+bXx+c, xOR,
gdziea,b,cOR ia#0.

Wyrazenie ax* +bx+c¢ (a# 0) nazywamy trojmianem kwadratowym.
Wykresem funkcji kwadratowej jest parabola.
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Postaci trojmianu kwadratowego:
a) posta ogolna:
f(X)=ax®+bx+c;
b) postat kanoniczna:
b A
f(x)=ax-p)+q, p=——, q=——,
(9 =alx=p) +a, p=-—-, q=-
gdzie A =b” -4ac (liczbaA nazywana jest wytdikiem trojmianu kwadratowego).
Liczby p oraz qgwspotrzdnymi wierzchotka W paraboli: W(p, q);
c) post& iloczynowa:gdy A =0, to
F(x) =alx=x)(x=x,),
-b-+/A . = ~b+ JA
2a 7 2a
W przypadku, gdyA < (post& iloczynowa nie istnieje i funkcja kwadratowa ni@ miejsc
zerowych (w zbiorze liczb rzeczywistych).

gdzie x, =

Przyktad 3.1.Sprowadzt do postaci kanonicznej i iloczynowej (o ile isjeietrojmian:
f(x) =—-3x*-3x+6.

Rozwigzanie.
Mamy:
-3x*-3x+6= —3(x2 +X- 2) = (wylczenie wspotczynnika a = -3 przed nawias)
1) 9 . . -
= - x+§ "2 = (zastosowanmoru skroconego mmenia)

3( 1)2 27
-3 x+=| +—
2 4
1Y 27

2
Otrzymalsmy posté kanoniczg: f(x) = —3(x+§j +7' (Jak tatwo sprawdzj ten sam

wynik otrzymamy obliczajc A, p i g oraz stosa¢ podany wyej wzor na postakanoniczg).
Dalej, poniewa A > 0, wiec istnieje postailoczynowa tego trojmianu. Mamyx, = -2,
x, =1, wigc f(x)=-3(x+2)(x-1).

Przyktad 3.2 Naszkicowd wykres funkcji:
a) f(x)zl—‘x2+3x1, b) f(x)=(x+2)0x-3.

Rozwizanie.
a) Naszkicujemy najpierw wykres funkcji i(x) £ x 3x (rysunek a), a nagtie kolejno wy-
kresy funkgji: h(x) = |&+ 3x| (rysunek b), g(x) 3x*+ 3x| (rysunek c) oraz f(x) =14x 3x| =
= )¢+ 3x| + 1 (rysunek d).

Korzystamy przy tym z nagiujacych faktow:

1) aby z wykresu funkcji F(x) otrzyravykres funkcji |F(x)| naley:
- te czsci wykresu funkcji F(x), ktore e ponad osi OX lub na niej pozostawibez zmian,
- czsci wykresu legce ponkej osi OX przeksztat€iprzez symetei wzgledem tej osi;
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2) aby z wykresu funkcji F(x) otrzyravykres funkcji —F(x) nakey przeksztatd wykres
funkcji F(x) przez symetgiwzgledem osi OX;
3) aby z wykresu funkcji F(x) otrzymavykres funkcji F(x) + a (@R) naley przesuné

wykres funkcji F(x) o WektorEJ =0, a] (w tym WypadkuEJ =0, 1)).
a) b)

y y

-4 2 4 -4 2 2 4
-2
-4
i(X) = x* +3x
c)
y
4
2
2 4 >
g(x) = —Jx* +3 f(X) =1-|x* +3x
b) Mamy:
X (=,3) . X [0< 3,+0)
£09 = (x+2)(-x+3) = ~(x+2)(x~3) f(x) = (x+2)(x-3)

Zauwamy, ze nie warto likwidowa postaci iloczynowej, gdyz niej fatwo odczytamiejsca
zerowe funkcji. Mamy:

¥ ¥

cA A
&
4 4

-4 2 ~ < 4 * -4 2 4 ®
_q _q
—E
-B -8
£(X) = ~(x+2)(x - 3),x0 (- ,3) f( = (x+2)(x - 3),x0< 3 +)
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i, ostatecznie,

7.5

2.5

-2.5
-5
-7.5

f(x)=(x+2)0x-7.

Przyktad 3.3Rozwhzat nierowna¢:
a) 64-9x*> <0 b) 4x*-12x< 0, €)12-9x-3x*=20, d) 4x*+12x+9> 0.

Rozwizanie.
a) Ze wzoréw skréconego maenia: (8- 3x)(8+3x) < 0. Z wykresu funkcji

f (x) = (8-3x)(8+3x):

N
8888 | 88
y

(ktérej miejscami zerowymiasx, = —g orazx, =§) odczytujemy rozwgzanie nierdwneci:

)

b) Po podzieleniu obu stron nierow&od przez 4 i wydczeniu x przed nawias mamy:
x(x-3)< 0. Z wykresu

N E g<

-2

-4

-6

odczytujemy rozwgzanie nieréwngci: x < 0; 3>.

c) Przeksztatcamy nieréwsédo postaci:x® +3x—4< 0Z wykresu:
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7.

y

104
5
5
25

X
-6 - -2 2 i
-2.5

-7.5
-10

otrzymujemy: x < —4;1>.

d) Korzystajc ze wzorow skroconego mienia mamy:(2x+ 3)2 > 0.
Korzystajc z wykresu funkcjif (x) = (2x + 3)?
y
14
12
10

zauwaamy, ze funkcja ta przyjmuje warfoi dodatnie dla wszystkichOR z wyjgtkiem

xz—g, a wkc otrzymujemy ostateczniexD[—oo,—ng(—gﬁooj (lub, réwnowanie,

3
x R_{_E})

Przyktad 3.4Wyznaczy dziedzirg funkciji:
- X Vx-1
a) f(X) =—, - VX Q) F(X)=2-|{ +——mt
V3Xx—Xx? x?-4" VX2 +X—

Rozwigzanie.
a) Musi byé: 3x—x? >0, skad x[(0; 3).
b) Musi by¢ spetniony ukiad:
{x—lz 0

X2-4#£0
Rozwigzujemy go:
x=1
{x £-20x#2
x[<1; 2) O (2,+c0) .
c) Mamy:
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2-[{=0 C[xD<-2,2> |
{ 2+x—2>0’CZyII {XD(‘W,—Z)D(Lﬂo)’SIQd xO@2>.

Cwiczenia:
3.1.Sprowadz do postaci kanonicznej i iloczynowej (o ile isfeletrojmian:
a) f(x)=x-x2, b) f(x)=2x*+5x—3, c)f(X)=4x*+4x+1,
d) f(x)=-x*-2x-2, e) f(x)=3-x*>-2x.
3.2. Naszkicowa wykres funkcji:
a) f(x)=x2-2x-3, b) f(x)=8+2x-x2, ¢) f(x)=x0Ox-1,
d) f(x)=‘2x2+x—ﬂ, e) f(X)=x* -4 +3.
3.3. Rozwgzat nierowngc:
a)10x-5x*< 0, b)64x*-81<0, c)3x*+2x-1>0,

d) 4x-x*-4>0, e)x*+9>6x.
3.4.Wyznaczy dziedzirg funkciji:
2 2 _
Q) 19 =", D) F="2 "% o) 1=V x4 -x,

VaCabx=2 0 N2
x-1 JX -6x+8

d) f(x) =

4. Wielomiany

Wielomianem stopnia n [fN) zmiennej rzeczywistej x nazywamy fun&cpkreslong wzo-
rem:

W(x)=a, [X"+a,_, X" +a_, X" *+..+a X+a,, xOR,
gdziea,,a,,....,a, R i a, #0.
Liczby a,,a,,...,a, nhazywamy wspoétczynnikami wielomianu.
Wielomian nazywamy zerowym,§ie W(X) = 0 dla kadego x O R.

Podstawowe wiasngci wielomianow:
a) dziatania na wielomianach

Na wielomianach mima wykonywa dziatania (tak, jak na funkcjach): dodawania, edej
mowania, mngenia i dzielenia (przez wielomian niezerowy).

Jeeli W(X) nie jest wielomianem zerowym, to wielomid&{x nazywamy ilorazem wie-
lomianuW(x ) przez niezerowy wielomia®(x Wwtedy i tylko wtedy, gdy:

W(x) = P(x) [Q(X).

Mowimy, ze wielomian niezerowyV(x Xaje przy dzieleniu przez niezerowy wielomian

Q(x) iloraz P(x) oraz reszt R(x), jesli:
W(x) = P(x) [Q(X) + R(X).

Jezeli wielomian niezerowyV(x dlaje przy dzieleniu przez niezerowy wielomian(siag)

Q(x) iloraz P(x) oraz reszt R(x), to stopié reszty jest mniejszy lub rowny od k — 1.
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b) rownosé wielomiandw

Dwa wielomiany s rowne wtedy i tylko wtedy, gdyasgego samego stopnia i majdwne
wspotczynniki przy odpowiednich pggach zmienne;.

) pierwiastek wielomianu, pierwiastek k-krotny wielomianu

Liczbe x, nazywamy pierwiastkiem wielomian/(x), jesli W(x,) =0.

Méwimy, ze x, jest k-krotnym (kOON™) pierwiastkiem wielomianiW(x ,)jezeli W(x)
jest podzielny (bez reszty) przéx-x,)*, a nie jest podzielny (bez reszty) prdez x,)<".
Liczbe k nazywamy krotnécia pierwiastkax, wielomianu.

Wielomian stopnian ma co najwyej n pierwiastkow.

Liczba x, jest pierwiastkiem wielomiandV(x ytedy i tylko wtedy, gdyWw(x jest po-
dzielny (bez reszty) przez dwumian- X, (twierdzenie Bezout).

Jeeli wielomian

W(x)=a, X" +a, _, X" +a _, [X"*+..+a [X+a,,

gdzie a,,a,,...,a, 1C ma pierwiastek wymiernyx, :g, (p,qDC,q;t 0), to p jest po-

dzielnikiem wspotczynnikaa,, z& q jest podzielnikiem wspoétczynnika, (twierdzenie o
pierwiastkach wymiernych wielomianu o wspétczynmikaatkowitych).
W szczegolngi, jesli a, =1 i wielomian (o wspotczynnikach catkowitych) ma pigastek
wymierny, to jest nim podzielnik wspotczynnileg .
d) rozktad wielomianu na czynniki
Kazdy wielomian niezerowy da giw jeden tylko sposdb roztgé na czynniki, ktore &
albo liniowe (tzn. s postaci ax + b), alboagréjmianami kwadratowymi postaci ax bx +c
takimi, ze A < 0.
Najczsciej stosowane metody rozkladania wielomianu nanoiky:
1. wykorzystanie wzoréw skréconego niemia,
2. wytgczanie wspoélnego czynnika przed nawias,
3. grupowanie wyrazow i wgtzanie wspolnego czynnika przed nawias,
4. wykorzystanie twierdzenia Bezout.
e) wykresy niektérych wielomianéw
Oto wykresy niektorych wielomiandw:

y y
oA 104
6 ol
4
2 6r
X 4
2 4 6
2 o
-4
P» X
6 -10 -5 5 10
8 2t
f(x)=x3 f(x)=x*

Przyktad 4.1.Wyznaczy P(x) + Q(x), P(x) — Q(x), P()P(x) oraz P(x):Q(x), j&i:
P(X) =x>+4x®+x* +4x+ 2, Q(X)=x"+ 2
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Rozwigzanie. Mamy:

P(X) + Q(X) =x® +4x® + X% +4x+2 + X2 + 2 = xX° +4x3 + 2x? + 4x + 4,
P(X) - Q(X) =x° +4x% + X + 4x + 2—(x2+2) = x> +4x° +4x,

P(x) Q(x) = (x5 +4X3 + X% +4x+ 2) Eﬂx2 +2) =
X +2X° +4x° +8x3 + X +2x% +4x3 +8x +2x% +4 =

X' +6x° +x* +12x3 +4x° +4x3 +8x+ 4

(w ostatnim dziataniu mmylismy kazdy wyraz pierwszego nawiasu przezda wyraz dru-
giego nawiasu, a potem dokoraly redukcji wyrazoéw podobnych).

Aby obliczy¢ iloraz P(x) : Q(x) meemy postay¢ sic algorytmem pisemnego dzielenia wie-
lomianéw. Po lewej stronie pionowej kreskidziemy obliczali iloraz, Zapo jej prawej stro-

nie wyjaniali poszczegolne kroki:

C+HACHC+AXx+2) 1 (X+2)=X+2x+1
x> - 2%

2R + X% +4x + 2
2% - 4x
o 42
X -2

X2 =x
0 +2)=x + 2%
3% +2) = - — 2%
"""" owlz2x
2X(X* + 2) = 2% + 4x
-2%¢ + 2) = -2% — 4x
2 0 =
IX°+2) =X +2
K +2) =-X -2

Zatem P(x) : Q(x) =%+ 2x + 1 (wielomiany podzielity sibez reszty).

Przyktad 4.2 Wykona dzielenie W(X) : P(X) (z reszR(X)), j&sli:
W(x) = x* —2¢ + 3x — 3, P(x) = %+ 1.
Przedstawd wielomian W(x) w postaci W(x) = P(XR(x) + R(x), gdzie Q(x) i R(x)godpo-

wiednio: obliczonym ilorazem i obliczanmeszs.

Rozwigzanie. Wykorzystamy znéw podany algorytm dzielgnsemnego wielomianow:

(k=208 + 3x — 3)
- - X
= -+ 2x -3
Ix +2
reszta——» +2x —1

1) =x-2

Pod ostatryj kresky mamy juz wyrazenie stopnia pierwszego, nie ama zatem wykonywa
dalszego dzielenia przez wielomian stopnia trzexi®gyrazenie pod kreskjest zatem resz-

tg. Mamy wkc:

RX)=2x-1, QX)=x-2 i WX =t 1)Ox-2)+ 2x - 1).

AKADEMIA MEDYCZNA W WARSZAWIE

WYDZIAL FARMACEUTYCZNY

PRACOWNIA MATEMATYCZNA



Funkcje — materiaty pomocnicze dla studentow | rold farmacji i analityki medycznej
Opracowat: dr Krzysztof Kltaczkow
-17 -

Przyktad 4.3Wyznaczy state a i b tak, by zachodzita rovép
W(x) = Q(X)P(x) — S(x),
jesli: W) =2xX +4xX - —1,Q(x) =28+ 1, P(x) =X+ 2, S(x) = a%+ b.

Rozwizanie.
Wyznaczmy najpierw wielomian po prawej stronie:
QX)P(X) —S(X) = %+ 1) (¥ +2)—(aX+b) =2 + X +4X +2 —ak—-b =
2C+ M5+ (L—a)k+2—b.
Musi wigc zachodz réwnasc:
2+ M+ (l—a)k+2—-b=2R+4Xx - —1.
Stopnie wielomian6w po obu stronach ostatniej réenes rowne, musg wigec by rowne
odpowiednie wspoétczynniki, gl wynika,ze musi by:

l-a=-1
2-b=-1'

Przyktad 4.4Ktére z liczb: -3, -2, -1, 1, Z1pierwiastkami wielomianu W(x) =*x 3x — 2 ?

co zachodzidla a=2 oraz b=3.

Rozwigzanie. Obliczmy kolejno waroi wielomianu dla kadej z podanych liczb:
W(-3) = (-3f —=3(-3) —2=-2@ 0, W(-2)=-8+6—-2=-40, W(-1)=-1+3-2=0,
Wl1)=1-3-2=-40,W(2)=8-6-2=0.

Zatem z podanych liczb tylko liczby -1 orazgpserwiastkami wielomianu W(x).

Przyktad 4.5Wyznaczy wymierne pierwiastki wielomianu:
a) W(x) =X + 3¢ —x -3, b) W(x) = 2%— 3% + 1.

Rozwigzanie.
a) Wielomian ma wspoétczynniki catkowite, ponadto weggnnik przy najwyszej po¢dze
jest rowny 1, zatem, eli wielomian ten ma pierwiastki wymierne, tp @ne liczbami catko-
witymi, bedacymi podzielnikami wspoétczynnika -3. Me to wic by¢ tylko ktora z liczb: -3,
-1, 1, 3. Sprawdzamy kolejno, ktéra z nich ewemtiggjest pierwiastkiem danego wielomia-
nu:

W(-3)=0, W(-1) =0, W(1)=0, W(3O,
zatem wymiernymi (doktadniej: catkowitymi) pierwtkami wielomianu W(x) 8 liczby:

X1=-3, »=-1 oraz 3x=1.

b) Ten wielomian ma rowniewspoétczynniki catkowite, ale w tym wypadku wymierpier-

wiastki mog byc¢ liczbami postacig, gdzie p jest podzielnikiem wspoétczynnika 1§ ggest

podzielnikiem wspétczynnika 2. Zatem:
pO{-1,1}, qO0{2, -1,1,2}.

Wynika std, ze P D{—l—%,%l}. Sprawdzamy, ktory z elementédw ostatniego zbiest |
q
pierwiastkiem W(x):

W(-1) # 0, w(—%) =0, w(%j £0, W(1) = 0.

Tak wiec wymiernymi pierwiastkami tego wielomiangi lgczby: x; = —% oraz %= 1.
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Przykfad 4.6 Roztary¢ na czynniki wielomian:
a) W(x) = 8x — X, by Wx) =X —3¢—4, c)W(x)=2%—5¢—x + 6.

Rozwigzanie.
a) Zastosujemy met@dwytaczenia wspolnego czynnika przed nawias, acpag wykorzy-
stamy wzory skroconego mienia (r@nica szécianow):
8x —X =x(8-X)=x(2-x)(4 +2x +R.
Wyrdznik trojmianu w ostatnim nawiasie jest ujemnygaevirgjmian ten nie da siroztazy¢
na czynniki (nie istnieje bowiem jego pasitoczynowa). Powyszy rozkiad jest wic osta-
teczny. Zatem W(x) = x(2 — x) (4 + 2x H)x
b) Teraz skorzystamy z metody grupowania iagghnia wspolnego czynnika przed nawias.
Zwykle lepiej jest, gdy sktadnikéw jest parzystaéd. Aby to uzyska, czsto warto jeden ze
sktadnikoéw przedstawiw postaci sumy lub émicy dwu sktadnikow. Mé@emy zrobé to na-
stepujaco:
x*—3¢—4=xX-4¥+xX -4
Widaé, ze po wyhczeniu z pierwszych dwu wyraz6w przed nawias otrzymamy wspéiny
czynnik ¥ — 4 (podkrélili sSmy go nizej), ktéry ledzie mana jeszcze raz watzyé przed na-
wias, a nagpnie wykorzysta wzor skroconego mrienia (r@nica kwadratow):
XA+ X4 =P =)+ X*—4= (=4 (¢ + 1) = (x = 2)(x + 2)(X+ 1).
Tak wicc W(X) = (x — 2)(x + 2)(X + 1).
c) Tutaj trudniej jest zy¢ metody grupowania. M@my wykorzysté twierdzenie Bezout.
Potrzebny jest nam jednak wénéej przynajmniej jeden pierwiastek wielomianu. &mrjmy

poszukaé go wéréd pierwiastkdw wymiernych. Musi on bpostacig , gdzie

p{-6, -3, -2, -1, 1, 2, 3, 6}, q{-2, -1, 1, 2}.

ZatemB O {— 6,—3,—2,—2,—1—%,% ,],g ,2,3,6}. Sprawdzimy, czy ktokaz liczb tego zbioru

q
jest pierwiastkiem W(x), zaczyrgj od liczb, dla ktorych obliczenia sajprostsze:
W(1) =£0, W(-1) =0.
Poniewa x = -1 jest pierwiastkiem wielomianu, ¢ na mocy twierdzenia Bezout wielomian
W(x) jest podzielny bez reszty przez (x + 1). Pkarnaniu tego dzielenia i przedstawieniu
otrzymanego tréjmianu w postaci iloczynowej mamy:

W(X) = (x + 1)(22 = 7x + 6) = ZX + 1)(X — 2{x—gj.

Przyktad 4.7 Rozwizat rownanie lub nierowrig:
a)2X +3¥ =1, b)7x—4xX <3.

Rozwizanie.
a) Po przeksztatceniu réwnania do postaci 28X — 1 = 0 i roztgeniu wielomianu po lewej
stronie na czynniki mamy: 2(x +2{)x—%j =0. Czylimusiby: x+1=0 Iubx—% =0,
1
skgd x =-1 lubx==.
2
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b) Postpujac analogicznie jak w a) otrzymujemy: 4(x {X)—%j(x+gj > 0, skd, po po-

dzieleniu obu stron przez 4, mamy: (X {it)—%j(x+gj > 0.

Aby rozwigzat ostatny nierdOwna¢ wyznaczymy najpierw miejsca zerowe wielomianu po
lewej stronie: x = 1 lukx :% lub x= —g. Dziely one @ liczbowy na przedziaty, zbadamy

znak kadego z czynnikow wielomianu w kdym z przedzialdbw (w specjalnej tabelce), a w
dolnym wierszu tabelki okéémy znak catej lewej strony nierowbad (metoda ta nosi nazw
»Siatki znakéw”):

4 4 4 1 1 1
—o || =2 =22 2 2 "
X 3)| 3 ( 32) |2 j (1eo)

x- 1 i i - e +

x—1 - - - 0 + +
2

x+ﬂ - 0 + + + +
3

W(x) - 0 + 0 - +

Na podstawie analizy ostatniego wiersza dochoddmyniosku,ze W(x) przyjmuje warto-

sci wieksze lub réwne od zera dlﬂ><<—g,%> 0 <1,+00) .

Cwiczenia:
4.1. Wykon& dzielenie wielomiandw:
a) (¢ —3x+2): (X +x—2), b) (X + 3% + 5x + 3):(X + 2x + 3).
Zapisa dzielm w postaci iloczynu dzielnika i ilorazu.
4.2.Wyznaczy P(x) + Q(x), P(x) — Q(x), P(XDP(x) oraz P(x):Q(x), ji:
a) PX)=X+X¥-x+2, Q(X)=xX+2;
b) P(x) =X —2¢ +x +4, Q(X)=%X—3x+4.
4.3, Wykon& dzielenie W(x) : P(x) (z resgR(X)), jesli:

a) WX)=X-xX+x+1, PX)=x+1, b) Wx)=X-xX-xX-x+3, P(X) =X+ x.
Przedstawd wielomian W(x) w postaci W(x) = P(XR(x) + R(x), gdzie Q(x) i R(x)godpo-
wiednio: obliczonym ilorazem i obliczgmeszs.

4.4. Wyznaczy a i b tak, by zachodzita rowgn W(x) = P(XJ1Q(x), jesli:
a) WX) =2 =3¥ +2x -3, P(X) =%+ 1, Q(X) = ax + b,
b) W(x) =3 — ¥ —15x + 5, P(x) =%—5, Q(x) = ax + b,
c) WX)=x-xC+xX-1, P(x) =X + 1, Q(x) = ak+ b,
d) Wx)=x+2¢-xX -2, P(x) =aX+ b, Q(x) =X + 2.

4.5. Sprawdz, ktéra z liczb: 1lub r, jest pierwiastkiem wielomianu W(x),$je

a) WX)=X+xX-5x+3, t=1,p=-3;
b) WX)=X-x¥=2, £=-+2, n=-1;
c) WX)=xX—x-20, i=+6 n=4+5.
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4.6, Wykaza, ze liczba r jest dwukrotnym pierwiastkiem wielomiaW(x) (tzn.,ze W(x)
jest podzielny bez reszty przez (x 4 8 nie jest podzielny bez reszty przez (x%); jsli:

aA)Wx)=X-28+2%¢-2x+1, r=1; by Wx) = X' —4X - 6X + 4x + 5, r = -1.
4.7. Wyznaczy¢ wymierne pierwiastki wielomianu:

a) WX)=%—2%¢—x+2, b) W(X) =*% ¥ —4x + 4,
c) W(x) =38 — X' + 6x — 2, d) W) =3%—xX + X —x-2.
4.8. Rozlazy¢ na czynniki wielomian:
a) W(X) =% x, b) W(X) =% X,
c) W(x) = 8X + 27x, d) W(x) =8x —27x
4.9. Roziazy¢ na czynniki wielomian:
a) W(x) =% 5¥ + 4, b) W(x) =% 10X + 9,
c) W(X)=xX-8¥-9, d) W(x)=2-%-¥.
4.10.Roztazy¢ na czynniki wielomian:
a) W(x) =X — 2 — 4x + 8, b) W(X) =% X — x +1,
c) W(x) =X — 2 + 2x — 4, d) W(x) =%— 3%+ 3x—09.
4.11.Roztay¢ na czynniki wielomian:
a) W(x) =3k 2¥-1, b) W(x) =%+ X + 4,
c) W(x)=x-11¥ - 20x, d) W(x) = 3%— 17X + 30x.

4.12.Rozwhgzat rownanie:
a) X—2¢-3x+6=0,b) ¥-3x—2=0,¢c) 2¢+xX +6x+3=0,

d ¥-2¥¢+1=0, e) 27x — 8 0.
4.13 Rozwigzat nierdowngg:
a) %3¢ - 16x + 48>0, by % x* — 7x -7 <0,
c) X' —4¥=0, d) X + 2% + 4¢ + 6x + 3<0,
e) 8% +x*>0.

5. Funkcja wymierna
Funkcp wymierrg nazywamy funkej, bedaca ilorazem dwu wielomianow Wi W, tej sa-
mej zmiennej, to znaczy funkopkreslong wzorem:
f (%) :Wl—(x), xO{xOR:W,(x)# 0}.
W, (%)

2
Szczegolnym przypadkiem funkcji wymiernej jesincja homograficzna, tzn. funkcja

okreslona wzorem
alx+b d
f(x)= , XOR—9——1},

clx+d Cc
gdziea,b,c,dR; c£0 i f(x) nie jestfunkcj stah.
Wykresem funkcji homograficznej jest hiperbola.
Oto przyktady wykreséw dwu funkcji homograficzy
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y
A
6
4
2 2
P X P X
2 4 4 2 4
-2
-4
-6
1 1
f()== f()=-=
X X

Analizujgc wykres po lewej stronie nana zauwayc¢, ze:
1) gdy argumenty x przyjmagijcoraz wiksze wartéci dodatnie, to wartai funkcji 9 coraz
blizsze zeru. Podobnie,$jeargumenty przyjmuj coraz mniejsze war§oi ujemne, to row-
niez wartasci funkcji s3 coraz blksze zeru. Powiemyg

prosta o rownaniu y = 0 jest asymptpbziomy (obustrong) wykresu funkcji f (x) = 1 :
X

2) gdy argumentyascoraz blisze zeru, ale ujemne, to waxtofunkcji s3 coraz mniejszymi
liczbami ujemnymi. Natomiast gdy argumentyc®raz blzsze zeru, ale dodatnie, to wakb
funkcji 3 coraz wekszymi liczbami dodatnimi. Powiemye:

prosta o rownaniu x = 0 jest asymptptonowg (obustrong) wykresu funkcji f (x) = 1 :
X

Gdy teraz przyjrzesic wykresowi po prawej stronie, to tatwo stwiergzie:

prosta o rownaniu y = 0 jest asymptpbziony (obustrong) wykresu funkcji f (x) = -

X[ P x|k

prosta o rownaniu x = 0 jest asymptptonowy (obustrong) wykresu funkcji f (x) = -

Mozna udowodri, ze w ogoélnym przypadku rownania asymptot wykresu kdjin
f(x):a[x+b

maja posta:
clk+ R P

| ©

asymptota pozioma:y =—,

asymptota pionowax = —

Rol|la®©

Na przyktad réwnania asymptot wykresu funkgfix) :2_—4); (wykres poniej) map po-
X —
stac:
. . 1
asymptota pozioma: y = - 2, asymptota plonowa:? =

1-4x _ —-4x+1

= ,Skad a=-4, b=1, c=2o0raz d=-1).
2x-1 2x-1

(bowiem f(x) =
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y

1-4x
f0o9= 2x-1
Przyktad 5.1 Rozwizat rownanie lub nierowrig:
2x+3 1 1
a3x+1:4’ b)x2—3x+2_x2—x—2:1’
x+1 1 -
c)x—_l—x+221, d*x—xlsz.
Rozwigzanie.

a) Przy zalgeniu x # —% mozemy obie strony réwnania pomiy@ przez mianownik (gdy
jest on régny od zera) otrzymygg: 2x + 3 = 4(3x + 1), gkl x= —%. Na koniec sprawdza-

my, czy otrzymane rozwzanie spetnia zai@nie. Poniewatak jest, wgc: X = —1—10 :
b) Zaktadamyze: ¥ —3x + 220 O x* — x — 2# 0. Rozwizmy te nieréwnéci. Poniewa
X°—3x+2=0e x=10x=2,28 ¥—X—2=0e x=-10x=2,wec ¥ —3x+ 220
Ox*—x—2#0 < x#-10 x# 10x# 2. Zatem ostatecznym za@miem jest:
X#-10O x#10x#2.
Korzystagc z postaci iloczynowych tréjmianéw w mianownikaolamy:
1 1 1 1

a2 oz D kg (o) e
2

D =2 =1. Zatem musi by (x-1)(x+1)(x-2) = 2, czyli ¥ — 2¢ —x = 0, skd

Xx=00x=1-+/2 0 x=1++/2. Wszystkie trzy liczby spetnigzatazenie, wec rownanie
ma trzy rozwgzania: X =0, % 1-+/2 oraz x= 1++/2.

c) Zakladamyze x# -2 i x# 1. Po przeksztatceniach otrzymujen)q(er:—:lL— Jlrz -1>0,
x=1 x
skad % > 0. Zauwamy, ze mianownik w pewnych przedziatach jest dodatni, w
X =1)(x

innych ujemny, w§c po pomnaeniu przezé obu stron nie wiedzielildyny, czy naley zmie-
ni¢ zwrot nierdbwnéci, czy te nie. Ominiemy ten problem, gdy obie strony nierégan po-
mnazymy przez kwadrat mianownika (przy zaémiach, ktére zrobiimy, jest on liczh do-
datng), otrzymupc: (x+5)(x—1)(x+2)2 0. Rozwgzujgc te nierowna¢ (metod, ,siatki zna-
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kow”) otrzymujemy: x[0< =5,-2 > [ <1,+c). Uwzgkdniajgc zatzenie otrzymujemy odpo-
wiedz: x[O<-5-2) 0 (1,+).
d) Zatozenie: x# 0. Mamy:—2< x-1 <2, czyli x-1 > -2 Dx—l < 2, skad (po pomneae-

X X
niu obu stron obu nieréwkoi przez X, przy zatgeniu x# 0): x(3x 1)=00x(-x-1)<0.
Po znalezieniu eg#ci wspolnej rozwgzan obu nierdwnéci mamy: x0< -1, 0). Wszystkie
liczby z tego przedziatu spetngsgatazenie.

Cwiczenia:
5.1.Rozwigzat rownanie:
+ - +
a) 3X 2:_2’ b)X 1 X -0, o 1+1_x23,
x+4 4 X+3 X X
2 —_
) A — =1, | ]l = x.

x?-x+1 x*+1
5.2.Rozwhzat nierowna¢:
2-X 1-2x 3x+7

a) <0, b)l- >0, 0o -3<0,
x+3 X+3 x—1
ay X <1, o) X0
X—2 X+2
5.3.Rozwgzat nierownag¢:
a)2>1, b)1+25 -1
X X+3 Xx=-1 X" +x-2
g6l 1 ST
X X X x?+1 X
5.4.Wyznaczy dziedzire funkciji:
X+5 —
a) f(x) =——— =22
XL b) fx) 5
2-X
1 -3 1
0) f(x) ==——, d) () = oo -
2-X _ ) 1) X+2 |x+4
X+3
5.5.Naszkicowa wykres funkciji:
)f()— ry b)f(X)=f-1, )f()——
X | +1
d) f(x) = |—— -1,
) f(x) ‘x+2‘ e) f(x) = et
6. Funkcja potegowa
Funkcp potgowa nazywamy funkg okreslong wzorem:
f(x)=xP, x>0,
gdzie pOR.
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Wiasnaosci funkcji pot egoweyj:
Dla dowolnych x,y >0 orap,q0R zachodz réwndci:

@) x"O°=(x3)",

@ X—Z=(ﬁj ,
y y

3) (x°) =xw,

(4) x'p:ip:(ljp,
X X
) x"=Yx" (q#0).

Dla pewnych wartéci p (wtedy, gdy nie prowadzi to do wykonywaniadoewolonych z
punktu widzenia matematyki operacji) dziedzilunkcji poegowej rozszerza sido zbioru
wiekszego ni zbior liczb rzeczywistych dodatnich. Wtedy nialgq ustalé w kazdym przy-

1

padku oddzielnie. | tak na przykiad dla funkcjf(x)=x5=\/§ mazemy przypé
1

D, =<0,+), dla funkcji f(x)=x3=%x mazemy przyp¢ D, =R, z& dla funkgji
1
S|

f(X)=x 2 =— mamyD, = R—-10;.

Oto wykresy dwu wanych funkcji po¢gowych:

y y

f(x)=+/x, x=0 f(x)=%x, xOR

Przyktad 6.1 Wykorzystujc przedstawione wyej wykresy funkcji paggowych znale¢ wy-
kres funkgciji:

a) f(x)=2-+x-3, b) f(x) =4/X.

Rozwigzanie.

a) Wykorzystupc wykres funkcji i(x) =X, szkicupc kolejno wykresy funkcji
h(x) =\/E(rysunek a) g(x) = -Jx-3 otrzymamy wykres szukanej funkcji (rysunek b).
Najtrudniejszym etapem jest tu znalezienie wykrefunkcji h(x). Zauwamy, ze
h(x) = Jx-3= I(x—3). Mozemy teraz wykorzystainformacg, ze:
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aby z wykresu funkcji F(x) otrzymavykres funkcji F(x — a), gdziel@R, naley wykres
funkcji F(x) przesugt o wektor E)= [a, O].

Wystarczy wec przesunc¢ wykres funkcji i(x) o wektorf)= [3, 0], otrzymugc wykres funk-
cji h(x). Dalsze etapyaguz nam znane. Zatem:

a) b)
¥
A
¥
sl =7 §
ar 2
2 .t
o »
> 2 4 [ 10 1z g
b 4 € ] :'I.IZIV -1l
b
f(X) =+x-3 f(X)=2-+x-3

b) Zauwamy najpierw,ze dla dowolnegoxR zachodzi (na mocy wiasém (3) wartaci
bezwzgédnej) rownd¢: f (—x) = 1/|—><] = \/N= f(x), co oznaczaze funkcja f(x) jest parzy-
sta. Ponadto, dla x0 mamy f(x) = \/N =Jx. Tak wec dla x= 0 szukany wykres jest

taki sam, jak wykres funkcjif (x) = JXx . Z kolei parzysté& powoduje,ze wykres jest syme-
tryczny wzgkdem osi OY, otrzymujemy wc:

y

X
10 5 { 5 10
1

TOENET

Cwiczenia:
6.1. Wykorzystupc wykres odpowiedniej funkcji pagowej znale¢ wykres funkciji:
a) f(xX)=1++Jx+2, b) f(x) =v2-x,
o) f(x=1-, d) f(x)=-%x-1.
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7. Funkcja wyktadnicza i logarytmiczna
a) Funkcja wyktadnicza
Funkcp wyktadnicz o podstawiea nazywamy funkej okreslong wzorem:
f(x)=a*, xOR,

gdzie stataa spetnia warunkia>0 i a#1.

Na poniszym rysunku przedstawiono wykresy dwu funkcji vagdiczych:

X
2
2 -2
1 X
— X f(x)=|=
f(x)=2 (x) (2)
Wykresy innych funkcji wyktadniczych mgpodobny ksztatt do:
wykresu funkcji f (X) =2, gdy a > 1,
albo
wykresu funkcji f (x) :(%j , gdy alJ (0, 1).
Wiasnasci funkcji wyktadniczej:
a) Dla dowolnychx,, x, [0 Rzachodz rownasci:
(1) a“[@* =a"",
Xy
(2) oA,
a 2
(3) () = x>,
b) Jeelia>0 i a 1, to funkcja wyktadnicza jestznowartgciowa.
Z faktu tego wynikaze:
4) a*=a% < x,=X,,gdya>0 i &1.
c) Jeeli a> 1, to funkcja wyktadnicza jest res@a w zbiorze R.
Wynika sid, ze:
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X

>a® = X >X,
a*za® < x 2x
(5) 1772 gdya>1.
X 1
<a® < x <X,
<a® = x <X,

d) Jeelial (0, 1), to funkcja wyktadnicza jest majep w zbiorze R.
Syd:
a®>a® o X <X,
a“za® < x <X,
(6) , gdy all (0, 1).
a®<a® < x >X,

X X
a®<a® - x =X,

b) Funkcja logarytmiczna

Logarytmem przy dodatniej i z0ej od jednéci podstawie a z liczby dodatniej b nazywamy
takg liczbe rzeczywiss c, ze a° =b:
log,b=c = a®=b, gdya,b,cORia>0ia#1ib>0.

Jeeli a = 10, to cgsto piszemy log b (lub g b) zamialsty,, b i logarytm ten nazywamy
dziesetnym.
Wiasnaosci logarytmu:

Jeelia>0ia 1, KIR oraz x,y>0, to:

Q) log,1= 0,

(2) log,a=1,

(3) log, (x ) =log, x +log, y,
(@) Ioga[§jzlogax—wogay,
(5) Ioga(x"): k Dog, X,

(6) al%x =

Jeelia, b,c>0o0raz a,£1, to

@) log, b=109P

log, a

(wzdr na zamiagpodstawy logarytmu).

Funkcj logarytmiczm o podstawiea nazywamy funkej okreslong wzorem:
f(x)=log, x, x>0,
gdzie stataa spetnia warunkialdR, a>01i a#1.

Oto wykresy niektérych funkcji logarytmicznych:
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1 -1
2 2
3 -3

f(x) =log, x f(x) =Iog1 X

2
Wykresy innych funkcji logarytmicznych mgpodobny ksztatt do:
wykresu funkcji f (x) =log, x, gdy a > 1,
albo
wykresu funkcji f (x) =log, x, gdy alJ (O, 1).
2
Wiasnaosci funkcji logarytmiczney:
a) Jeelia>0 i a 1, to funkcja logarytmiczna jestmdowart@ciowa.
Wynika sid, ze:
1) log, x, =log, X, < X, =X, ,gdya>0 i &1orazx;,X,>0.
b) Jeeli a > 1, to funkcja logarytmiczna jest rgsa w przedziale (0,o#).
Zatem:
log, x, >log, X, = X, >X,
log, X, 2log, X, = X, =X
() 92 %209 % = 4 2% o4y a> 1 oram, x, >0.
log, x, <log, X, = X, <X,
log, X, <log, X, = X <X,
c) Jeeliall (0, 1), to funkcja logarytmiczna jest maleg w przedziale (0,o#).
Syd:
log, x; >log, X, = X <X,
log, X, 2log, X, = X, <X
(3) 92 % 21002 % = % =% , gdy ad (0, 1) oraz x,,X, >0.
log, X, <log, X, = X, >X,
log, X, <log, X, = X, =X,

Przyktad 7.1 Naszkicowa wykres funkcji:

a) f(x)=2"1, b) f(x)=%DZX.

Rozwizanie.
a) Zauwamy, ze (na mocy wtasniei (3) funkcji wyktadniczej) mamy2™* =
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x+1
= 20Dl = (2‘1)X+l = (%j , wystarczy zatem przesatznany nam wykres funkcji

f(x)= (%j 0 wektor E) =[- 1,0] W ten sposbéb otrzymujemy szukany wykres (rysumek
ponie)j).
b) Musimy zatay¢, ze x# 0. Mamy wtedy:
-2° da x<0
f(x)= :
2* da x>0

Otrzymujemy wykres, przedstawiony na rysunku b pejni

a) b)
y

m‘y

f(x)=2"" f(x) = H [2*
X
Przyktad 7.2 Rozwhzat rownanie lub nieréwnig:
X |x-1 X
4 =) 1 1
a) — =2/, b)| = 2= .
=) 5] =[5

Rozwizanie.

a) Najpierw zatamy, ze x# 0. Teraz (korzysta¢ z wkasnéci dziatar na poggach) przedsta-
6

wimy obie strony w postaci pgi o podstawie 2,. Mamy zate%%=(i/§)X, skad

x |lo

2x 1 2
223 = [23J i, dalej, 227° = 2. Na mocy wlasnei (4) funkcji wyktadniczej porownujemy

wyktadniki, otrzymugc réwnanie:Zx—?):g, ktérego rozwjzaniami, spetniacymi zatae-
X

. 1
nie, . X = _5 oraz x = 2.

AKADEMIA MEDYCZNA W WARSZAWIE WYDZIAL FARMACEUTYCZNY
PRACOWNIA MATEMATYCZNA



Funkcje — materiaty pomocnicze dla studentow | rold farmacji i analityki medycznej
Opracowat: dr Krzysztof Kltaczkow
-30 -

1 [x-1 1 X 1 [x-1 1 2x
b) Mamy: [éj > (5) , czyli [éj > (5) , Skad, na mocy wiasriai (6) (wzér drugi),

otrzymujemy:|x -1 < 2x. Rozwhzujac ostatni nierownd¢ uzyskujemy odpowied

x < },+oo) )
3
Przyktad 7.30blicz\t:
1 403/2 1
a)log: g7 ) logi(%j' c) 817",
Rozwigzanie.

a) Oznaczmy:logsél = X. Z okrélenia logarytmu musi by 3* :8%’ skad x =—4.

1
Zatem:log,— =-4.
O 81

b) Mozna rozwayzat ten przyktad podobnie, jak poprzedni, azma tez wykorzystad wiasno-
$ci logarytmu. Pokzemy ten drugi sposob.

4182
lo wiasfio(4) logarytmu
gl( 316 j ( (4) logarytmu)
= log, (4@/_) log, {1 (\/_ ): (wiasn& (3) logarytmu)
2
Iog1 4+log, (\/_) Iogl(3 16)=
2 2 2
1 4
= log, 2° +log, ( 5} Iogl(23j = (whasng¢ (5) logarytmu)
2 2
= 2log, 2+ 5Iogl 2—§Iogl 2= (redukeyyrazéw podobnych)
2
_ 13
= —[og, 2= ldg, 2=-1
T gE C(g% )
= E’ —1) = —1_3_
15 15
A wiec: Iog 4§/_ = 13
316 15’

gL glvs _ gpoos

T Bl 9

812

1
c) Mamy, korzystaic z dziaté na potgach:81 " 2 =

(34 )'09 4 34[Ibg 24

4llbg ;4 3Iog 3256

. Poniewa 4[log, 4 = Iogg(44)= log, 256, wiec 3 5 -

9 9 9
Wykorzystamy teraz wzor z zadania 7.4. ajdstnamy:3°9:%° = 256,
1 log 5256
logga-— 3793 256
Zatem81 =~ 2 = ===
9 9
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Przyktad 7.4 Naszkicowa wykres funkciji f (X) = log,| .

Rozwizanie.

Musimy zatay¢, ze |xi > 0. Z wykresu funkcji f (x) = |><] latwo odczytujemyze przyjmuje
ona wartéci dodatnie dlax 0 R—{0}. A wiec [¥ >0 « xOR-{0}.
tatwo zauway¢, ze funkcja, ktorej wykresu szukamy, jest parzysta dla x > 0 jej wykres
pokrywa s¢ ze znanym nam wykresem funkdj(x) = log, x. Zatem:

<

= N W b~ g

-10 -5 5 10
2
-3

f(x) =log,|X

Przyktad 7.5 Rozwizat rownanie lub nierowrig:
a) log,(x-2) =2, b) log, (3x +5)- 2log, (x +1) =1,

log, x‘ 21.
2
Rozwizanie.

a) Najpierw musimy zatgy¢, ze x — 2 > 0, czylize x > 2. W réwnaniach lub nieréwno-
sciach logarytmicznych esto dobrze jest doprowadze do rowndci (lub nieréwndci) lo-
garytmow o tej samej podstawie. kmy zrobé to nasgpujaco (korzystaic z wkasnéci lo-

garytmu):log,(x—2) = 2 =211 = 2(og, 3= log,(3?) = log, 9. otrzymalimy zatem réwna-
nie: log,(x—2) = log, 9, skad x =11. Otrzymana liczba spetnia oczyisie zalaenie.
b) Zaktadamyze 3x +5>01 x+1 >0, czylize x>-1
Mamy wtedy:log, (3x—1) - 2log, (x+1) =1, czyli log, (3x-1) - Iogzl(x+l)2] =log, 2,
3x-1
skad
e

S3: X = _E oraz x =1. Po uwzglinieniu zatgenia wnioskujemyze rownanie ma jedno

c)og(x-1)< 2, d)

= 2. R6wnd¢ ta prowadzi do réwnania 2% x — 3 = 0, ktérego rozwzaniami

rozwigzanie: x = 1.
c) Zatazenie: x > 1. Wtedylog(x —1) < 2, czyli log(x—1) < 2[1. Std log(x 1) < 2og10,
a wiec Iog(x—1)< log100. Na mocy wiasngi (2) funkcji logarytmicznej (trzeci wzor)
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otrzymujemy dalejx —1<100, skad x < 101. Po uwzgtnieniu zatéenia mamy zatem:
x0(1;109).
d) Zatozenie: x > 0. Zauwsamy,ze nierowngé¢ z zadania jest rownownaa alternatywie nie-
rownaici: log, x<-10log, x=1, czyli alternatywielog, x<log, 2Ulog, x=log, 1

2 2 2 2 2 2
Korzystajc teraz z wkasnii (3) funkcji logarytmicznej (wzor czwarty orazugyi) otrzymu-

jemy: x=22 [0 Xx< % czyli x[O (—oo,% >[]<2+c). Pouwzgldnieniu zatlgenia mamy

odpowied: x[ (O,% > [ < 2,+00).

Cwiczenia:
7.1.Naszkicowa wykres funkciji:
) 109 {gj by f(x) 2 +1
o) f(x) = ‘(Ejm —J\, d) f(x) =(1]X -1~+1,
3 2

&) f(x) =X "L g
| -1

7.2. Rozwiza rownanie lub nieréwng:

2 1 2 (3 _(2)° (12
=g m(g) )= o B ()
d) 372 5 (Q/g)lz, ) (}j“x >(ij3x2

3 27
7.3.Wyznaczy dziedzir funkciji:

a) 10 S o 10 20
2" -1 P -3’
x-3 1
o10=3] -1, D60 = —mer

7.4.Wykaz&, ze:
a) jezelia>0,a&1ib>0,toa"%* =x,

b) jezelia,b>0 i a, ¥ 1,tolog,b= !
log, a
7.5.0bliczye:
1 J2 log|3/10
a) Iog 9+log (—J b) log,| ——= |, Cc ,
3 ‘32 Y 28 ) log{8/100
1
d) Iog% l8ry/16), €93
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7.6.Naszkicowa wykres funkciji:
a) f(x) og,(x-2), b) f(x) \’091 { :
2
c) f(x) =1+log, (x +1), d) f(x) =—log,|X .

7.7.Rozwiza rownanie lub nieréwnig:
a) log,(12-x)=2, b) 2log(x - 2) - log(3x-6) =log4,  c)log,(x+2)<2,
>

| X—2 0
d) jlog, x <1, ©) Foxra=
3
7.8.Wyznaczy dziedzirg funkciji:
a) f(x) :|ogs(9x2 - x“), b) (x) _v2x-1 |
log x
¢) f(x) =4/~ x +log(4x® +12x+9), d) (x) = W
2

&) f(x) = —

wllogfx2 —15 '

8. Funkcje trygonometryczne

Okreslenie funkcji trygonometrycznych zmiennej rzeczywisej:

Aby okreli¢ funkcje trygonometryczne zmiennej rzeczywistejrpeibne jest pefie kata
skierowanego: jest to upadkowana para pétprostych o wspolnym pgka O (zwanym
wierzchotkiem tego #ta). Pierwsz z tych potprostych nazywamy ramieniem pgkawym,
a drugy ramieniem kacowym lgta skierowanego.

W praktyce kt skierowany cgsto jest umieszczany w ukladzie wspéttrych tak,ze jego
wierzchotek jest pocgkiem uktadu, ramy pocztkowe pokrywa si z dodatni potosh osi
OX. Wyobramy sobieze na pocgtku ramg koncowe kta pokrywa s z ramieniem pocg-
kowym. Nas¢pnie ram¢ koncowe wykonuje pewien obrét dookota punktu O. W $ensob
powstaje pewiendt skierowany. Jeeli kierunek obrotu jest przeciwny do ruchu wskagkw
zegara, to powiemye orientacja tegogta jest dodatnia, w przeciwnym przypadka,jego
orientacja jest ujemna.

Mierzy takie lgty bedziemy w mierze tukowej. Jednostjest tu 1 radian, a zaleos¢ miar
stopniowej i tukowej jest nagiujaca:

katowi o mierze stopniowej $®dpowiada kt o mierze Jrukowejg radianow,

katowi 0 mierze stopniowej 18@dpowiada kt o mierze lukowejn radianéw itd.

Katy, ktorych orientacja jest dodatnia (ujemna) gmajary dodatnie (ujemne).
Na pontszym rysunku przedstawdiny dwa lgty skierowane: na lewym rysunkuatko mie-

5 . 3
rze Zﬂ, a na prawym & o mierze —Zﬂ.

AKADEMIA MEDYCZNA W WARSZAWIE WYDZIAL FARMACEUTYCZNY
PRACOWNIA MATEMATYCZNA



Funkcje — materiaty pomocnicze dla studentow | rold farmacji i analityki medycznej
Opracowat: dr Krzysztof Kltaczkow
-34-

=
<)

P
=

75 7.5

5 5
2.5 2.5

-10 -5 5 " -10 -5 5 e

25 25

-5 5
-7.5 -7.5
-10 -10

Niecha bedzie dowoln liczbg rzeczywisi i niech a U< 0,277) . Przyporadkujmy liczbiea

kat skierowany, ktérego miafjesta i umies¢my go w ukfadzie wspotezinych tak, aby jego
wierzchotek pokrywat si z punktem O(0, 0), ramipocatkowe zd z dodatri potosh osi
OX. Obierzmy na ramieniu koowym tego kta dowolny punkt P(X, y), &y od punktu O.

Oznaczmy przez odlegtai¢ punktu P od punktu O (oczysgie r = x> +y?).

Py)
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, v
3
1
=P =
-4 x -2 N 2 4
-2
-4
Wéwczas:
: X
smazi, cosa =—
r r
X
tga=X, x#0; cga=—, y#0.
X y

Mozna wykazéd, ze wartgci powyzszych ilorazow nie zalg od potaenia punktu P na ra-
mieniu kaxcowym danego &a skierowanego.

W ten sposob okékli sSmy funkcje trygonometryczne zmiennej rzeczywistgj gdzie
a < 0.2n).

Niech teraz x ddzie dowoln liczbg rzeczywiss. Dla tej liczby mana znaléc takie dwie
liczby: a0<02n) oraz KIC,ze x =a + 2kit (inaczej mowdc a jest reszf z dzielenia x
przez 21). Mozemy teraz okrdi¢ sin X, COS X, tg X oraz ctg X nggtijaco:

sin X = sina, C€OS X = COH,

tgx =tga (x # g+kﬂ, kOC), ctgx=ctg (x# kn, kOC).

Okr&lili smy w ten sposob funkcje trygonometryczne zmiennegzywistej X.
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Oto wykresy podstawowych funkcji trygonometrygein:

x
— o At b - ——

e B e e —4
tE

,
o -

f(x) =tg x f(X) =ctg x

Podstawowe zwazki trygonometryczne:
Dla dowolnej liczby rzeczywistej x zachaddwnaci:

Q) sin® x+cos” x = 1 (tzw. ,jedynka trygonometryczna”)
(2) tgx = z;nx (cosx £ 0),
€X
(3) ctgx:ﬂ (sinx # 0),
sinx
(4) tgxlctgx = 1sinx# 0 i cosx #z0).

Parzystaé badz nieparzystaé funkcji trygonometrycznych:
Dla dowolnej liczby rzeczywistej x zachadawigzki:

1) cog- x) = cosx (pgsims¢ funkciji cosinus),

(2) sin(— x) = —sinx (niepgstas¢ funkcji sinus),

3) tg(— x) =-tgx (cosx# 0) (nieparzystofunkcji tangens)

4) ctg(— x) =-ctgx (sinx# 0) (nieparzystofunkcji cotangens)
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Okresowas¢ funkcji trygonometrycznych:
Dla dowolnej liczby rzeczywistej x i dowolnegiiby catkowitej k zachodzzwiazki:

(1) sin(x + 2k7T) =sinx (funkcja sinus jest okresowa o okresie zasadmczy),
(2) cos(x + 2k7T) =cosx (funkcja cosinus jest okresowa o okresie zasagnicn),
3) tg(x+ le) =tg x (cosx#0)
(funkcja tangens jest okresowa 0 okresiadm@iszymr),
4) ctg(x + le) =ctg x(sinx#0)
(funkcja cotangens jest okresowa o okresiadr@szymr).

Wzory redukcyjne:
W trygonometrii cgsto zachodzi potrzeba obliczania wadidunkcji trygonometrycznych
w taki sposob, aby wyraly se one za pomag wartdgsci dla argumentéw z przedziatu

(Oi—;j Umazliwiajg to tzw. wzory redukcyjne. Jest ich jednak bardmaogd co powoduje

klopoty z ich zapamtaniem. Proponujemy inny sposob. Wayjamy go na przyktadzie:

Przyktad 8.1. Obliczy¢:

a) sin(%l nj : b) co{%l nj , C) ctg(%l nj :

Rozwigzanie.
a): Najpierw ,wydzielamy” z argumentu funkcji catkoweiwielokrotndci jej okresu i korzy-

stamy z okresowdzi:
sin(z—lﬂj = sin(Z 277+ Eﬂj: sin(E ﬂj :
4 4 4
Teraz ,wydzielamy” catkowite wielokrotrai liczby g:
sin(E ﬂj = sin(z ﬂ + 1 ﬂj :
4 2 4
Jezeli wielokrotng¢ jest parzysta (jak w tym przypadku), to funkcjatfmn wypadku sinus)
pozostaje, w przeciwnym wypadku zmienia 8a tzw. kofunkgj (sinus na cosinus i odwrot-

nie, tangens na cotangens i odwrotnie).
Na koniec ustalamy, w ktoréyiartce ley ramic koncowe kta o podanej mierze.go mie-

rze 2 E,g +%7T ma ramg koncowe w trzeciegwiartce uktadu wspotednych, a w niej funk-

cja sinus przyjmuje warfgi ujemne, co zmusza nas do postawienia znaku ,shipwzed

wynikiem. Mamy wec:
sin(2ﬂ+1ﬂj = —sin[lnj = —Q.
2 4 4

Tak wiec ostatecznies.in(%1 ﬂj = —%.
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b) co{%lﬂj = co{3%+7—:3 = sin(gj =§ (wielokrotna¢ g jest nieparzysta, Wt

cosinus zmienit gina sinus, ponadt6%+gD (37” 27Tj , zatemco{3%+gj >0 izna-

ku ,minus” nie stawiamy).

C) ctg(%lnj = ctg[:% DT+§7T) = ctg[% nj = ctg(1%+gj: —tg(ﬁj = —ﬁ.

6 3

Funkcje trygonometryczne sumy i r@&nicy argumentow:
Dla dowolnych liczb rzeczywistych x i y zadzg zwiazki:

(1) sin(x+ y) =sinx[€osy + cosx[3iny, (2) sin(x-y) = sinx[€osy - cosx[siny,
(3) cogx+ y) = cosx[Eosy —sinx[3iny, (4) cogdx-y)=cosx[Eosy +sinx[siny,
tgx+tgy

(5) tg(x+y)= (cosx # 0,cosy # 0,cogx+y)#0),

1-tgxgy
tgx-tgy
6 tg{x—-y)=————— (cosx# 0,cosy # 0,co9x-Yy)#0),
© tg(x-vy) Tegxigy y {x-y)#0)
(7) Ct@](xﬂl):wgy_1 (sinx # 0,siny # 0,sin(x + y) # 0),
ctgx+ctgy
:ctgx[ctgy+1

(sinx# 0,siny # 0,sin(x - y) # 0).
ctg y - ctg X

8) ctg(x-y)

Funkcje trygonometryczne argumentu podwojonego:
Dla dowolnych liczb rzeczywistych x i y zachadavigzki:

(2) Sin2x = 2sinXcosx,
(2)  cos2x =cos x—sin®x=2cos’ x—1=1-2sin’ X,

3) tg2x = 12ttg>2< (cosx £ 0, cos2x z 0),
2y _
4) ctg 2x _agx-1 (sinx# 0, sin2x # 0).
2ct
ctg x

Wzory powy.sze bywaj czasem zapisane w postaci:

(5) sinx:ZSinzcosz,
2 2

(6) cosx = cog = —sin? X = 2cog X -1=1-2sin? 2,
2 2 2 2

X
2tg— X
(7 tgx = 2 (cos—= # 0, cosx # 0),
2 X 2
1-tg°—
2
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8) ctgx=—2 (sing £0, sinx # 0).

Sumy i réznice funkcji trygonometrycznych:
Dla dowolnych liczb rzeczywistych x i y zadzg zwigzki:

(1) sinx+siny=23inX;ycosX;y,

(2) sinx—siny:ZCosX+ysinx_y,
2 2

3) COSX + Ccosy = ZcosX; y cosX; y ,

@) cosx—cosy = —2sin> Y sinX =Y = ogin XY gjn Y X
2 2 2 2

Réwnania trygonometryczne podstawowe i ich rozwzania:

rownanie rozwigzanie
sinx=siny | x=y+2kn C x=n-y+2kn, kOC;
COSX=CO0sY | x=y+2kn [ x=-y+2kn, kOC;

tgx=tgy x=y+kn, kOC;
ctgx=ctgy x=y+kn, kOC.
Przykfad 8.2 Obliczy¢ wartcci pozostatych funkcji trygonometrycznych argumextyesli;
a) cosx=—E [ xD(n,gnj, b) ctgx:—1 [ xD(l—T,nj.
3 2 7 2
Rozwizanie.

a) Z ,jedynki trygonometrycznej” mamysin® x =1—cos’ X = g , skad sinx = \/g = Z—f lub
242 ( 3 j 2V2

sinx = 3 Poniewa dla xJ n,zn mamysinx < 0 wieC Sinx = 3 Dalej,

SinX =22 orazctgx:izﬁ. Zatem:sinx=—&, tgx:2\/§, ctgx=£.
CO<X tgx 4 3 4

b) Mamy natychmiasttg x = L. —7. Dalej, poniewa ctg x = 1 wigc ﬂ = —1,
ctg x 7 sinX 7

tgx =

skad cosx = —%sinx. Dolgczapc ,jedynke trygonometryczg’ otrzymujemy ukiad rownia
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1. 1.
1. COSX=—_sInX COSX = ——sInXx
COSX = ——sInX skad: 7 Jatern: 7
’ . 2 y 3
sin® x+cos” x=1 sin2x+(—isinxj =1 Sinx:ﬂmsinxz—ﬂ
7 10 10

Poniewa dla XD(%TJT) mamy sinx >0, wigc musi by sinxz%, czyli otrzymujemy

72 V2

ostateczniesinx =——,cosx=—-—, tgx=-7.
1C 10

7 23
ctg —gﬂ (ig —Eﬂ
Przykfad 8.3. Obliczyt: - :
0052(677)

Rozwizanie.

1) Obliczymy najpierwctg(—gnj. Wobec nieparzysfoi funkcji cotangens mamy:

ctg[—éﬂj = —ctgg ﬂj. Korzystajc ze wzorow redukcyjnych obliczamy (wykorzystuj

Ej:\/é

okresowd¢  funkcji  cotangens) ctggﬂj:ctg(ZDH7—3Tj:ctg(3 3 Zatem

oo -Tn)- .

3

2) Obliczmyteraztg(—%?’ﬂj. Wobec nieparzysfoi funkciji tangensig(—z—;ﬂ] =

23 . 23 5 5 V4
—-tg| — r|. Mamy dalejitg| — 7| =tg| 3Ur+—7m| =tg| — 7| = t 1ﬂ+— =
9(6 ] Y ’9(6 ] g( 6] g(ej g( 2 3)

=— ctg’—; = —g (w drugiej rowndci wykorzystalsmy okresowé¢ funkcji tangens, dalej za
fakt, ze tg(1ﬂ+7_7j <0, bo 1[—£+7—TD(7—T,7TJ). Tak wec tg(—énj = @
2 3 2 3 \2 6 3

3) Teraz zauwamy,ze co{% ﬂj = co{2%+7—67j = —cosg = —%, a wi@ccosz(g ﬂj=
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A5 [3)

4) Ostatecznie otrzymujemy: = =—

7 3
cos (6 ﬂj 2

o

©lh

Przyktad 8.4 0blicz\t:

a) sin2x i coszx , jéli wiadomo,ze cosx=—% [ xD(n,gnj,
. : o ) X . T
b) sinx i cosx, jesli wiadomo,ze cth:—Z i XD(E,IT).
Rozwigzanie.
a) Poniewa sin2x = 2sinxcosx, wiec musimy obliczy najpierw sinx. Mamy:

sinzle—coszxzi—:, skyd sinngDsinxz—g, zatem na mocy faktuze

J15

xD(n,gnj otrzymujemy: sinx:—g I, co za tym idzie,sin2x = 5 Dalej,

COS2Xx = 2¢0S X—1= —é.

b) Poniewa sinx = 25in§co%, wiec musimy najpierw obliczy sing [ cosg. Tworzy-
X
COS—
=
my ukiad rowna: sin5 , Skad, po uwzgtdnieniu danych zadania, mamy:
sin? X +cog X =1
2 2

CO%Z_Z_JE \ L
> . Zatem:sinx = —— orazcosx:2cosz(—j—1:—.
_x_ /5 5 2
sin—=—
2 5

Przyktad 8.5Wykaz&, ze dla dowolnego x jeli sin x#0 i cos x£ 0, to
o 4
sin _x cos Xz—cthx.
2sinXcos x

Rozwigzanie.

L4 4
. . , sin® X —cos’ X
Przeksztatcimy lewstrorg rownagci: Lsgy= ———— =

2Sin X Cos X
_(sin? x - cog x)sin® x + cog? x) _ (sin® x—cos x)1 _ - (cos’ x~sin® x) _
2sinXcosx 2sinxcosx 2sinxcosx
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COS2X . , : : L
=—— ) = —ctg2x= Pyr. ROWNG¢ zostata wgc udowodniona (przy podanych zzaémiach).
sin2x
Przykfad 8.6 Naszkicowd wykres funkcji:
a) f(x) =2cosx, b) f(x) :%sinx,
c) f(x) =sin2x, d) f(x):tgg.

Rozwigzanie.

a) Pomnaenie wartdci funkcji trygonometrycznej przez sigbowoduje zmiag zbioru war-
tosci tej funkcji. W tym wypadku zmieni gion z przedziatu <-1, 1> na przedziat <-2, 2>.
Otrzymujemy zatem wykres na rysunku a, peji

b) Tym razem zbiér wartgi funkcji zmieni s¢ z przedziatu <-1, 1> né—%%> Wykres

przedstawiamy na rysunku b, posil

b)

y

4;

4

2

e
2p -p p 2p
-2
-4
f _ 1.
f (x) = 2cosx () = Esmx

c) Pomnaenie natomiast argumentu funkcji trygonometryczmajoduje zmiag jej okresu
zasadniczego. W tym przypadku okres ten ulegniekdwinemu zmniejszeniu, tzn. zmieng si
z 2rtnatt Wykres na rysunku ¢, powmj.

d) Tutaj nasipi z kolei zmiana okresuna 2t Wykres na rysunku d.

T -

f (X) =sin2x
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Przykiad 8.7 Rozwizat rownanie:

a)sinx=1, b)cos(x+7—37j:£, C) sinx:—%,
1
d) COSX:—Q, e) tgzxz—.
2 3

Rozwizanie.
a) Réwnanie to mzemy rozwyzat, korzystagc z wykresu funkcji f(x) = sin x. Zauwamy,

ze jednym z jego rozwrzan jest X :g. Nastpne powstaj przez dodanie lub ogljie od nie-
go wielokrotndci liczby 2rt Mozemy zapisé zatem ogolnie: x =72—7 + k2, KOC, lub x =

=§+2krr, kOC.
b) Jednym ze sposobdéw rozwmania rowna w tym i nas¢gpnych przyktadach jest sprowa-

dzenie ich do réwnania podstawowego. W tym przypagkniewa g = cosl—g , WieC row-
nanie przyjmuje posta co{x+§j = cosg i jest juz rbwnaniem podstawowym. Korzysia;
. . . . , n_n n n

Z postaci rozwgzania tego rownania otrzymu1emy:+§ = I +2kr O x +§ = _E +2krT,
kOC, skd x:—%+2kﬂ 0 x=—g+2kﬂ, kOC.

: 1 o /! . . m : .
c) Mamy: sinx = 5 czyli sinx = —smg, skad sinx = sm(—gj (wobec nieparzystoi
funkcji sinus). Ostatnie réwnanie jest podstawov@tzymujemy W¢c: X = —% +2kmr O

x=ﬂ—[—§j+2kﬂ, kOC, skad x=—%+2kn 0 x:%n+2kn, kOC.

d) Mamy: cosx=—72, a wkc cosxz—cos% W przypadku funkcji cosinus nie wolno

teraz posipic tak, jak w zadaniu c), bowiem cosinus nie jeskfijpnieparzyss. Mozemy za
to postizy¢ sie jednym ze wzorow redukcyjnych:cos(ﬂ— x)=—cosx, na mocy ktorego

. Vs Vs 3 . . .
otrzymujemy - cosz =cCo n—z =co Z” . Nasze rownanie ma @i posté
COSX = co{% nji jest juz rownaniem podstawowym. Zatem otrzymujemyr.gﬂ+ 2k

Ox = —§n+ 2k, kOC.
e) Musimy zatay¢, ze cos x£ 0. Rozwizmy t¢ nierébwna¢. Zauwamy najpierw (postuguag

sie wykresem funkcji f(x) = cos x);e cos X = 0= X = g+ krr, kOC. A wiec cos x£ 0

AKADEMIA MEDYCZNA W WARSZAWIE WYDZIAL FARMACEUTYCZNY
PRACOWNIA MATEMATYCZNA



Funkcje — materiaty pomocnicze dla studentow | rold farmacji i analityki medycznej
Opracowat: dr Krzysztof Kltaczkow
-43 -

gdy x# g+kﬂ, kOC. Przy tym zateeniu mamy (wykorzystgg po drodze nieparzy-

NE

stas¢ funkcji tangens)ig®x =%, skad kolejno: tgx = % :?3 0 tgx= 3

tgx=tg% O tgx=—tg% i, ostatecznie,tgx:tgg O tgxztg(—gj. Otrzymalgmy

alternatyv¢ réwnar podstawowych, zatemx = % +kmr O x= —g +km, kOC. Zadne z

tych dwu rozwazan nie jest sprzeczne z zakniem.

Przyktad 8.8 Rozwihzat nierOwnac¢:

. 1
a) sinxz =, b) [tg ¥ =1, C) cos 2x >—§.

Rozwizanie.
a) Nierébwnaci trygonometryczne najwygodniej rozgywat z wykorzystaniem wykresu
odpowiedniej funkcji trygonometrycznej. W tym pumkzadania &dzie ng funkcja f(x) =
sin X.

Dobrze jest rozwiat najpierw nierowné¢ w dowolnym przedziale ktérego diugojest
réowna okresowi funkcji, a dopiero fdiej znaleé¢ rozwigzanie ogolne.

Poniewa okresem funkcji f(x) = sin X jestr wigc przyjmijmy za wspomniany przedziat
zbior < 0; 2n) . Oto rysunek:

y

2

TN
AN

.1V€E & \/*x

-2

f (X) =sinx,x0<0; 2n)

Linig ciagta (zielors) dorysowalimy dodatkowo prost bedaca wykresem funkcji f(x) =

=%. Wida, ze przecina ona wykres funkcji w dwu punktach, kebrydcete wynosza g
oraz 2”' Sprawamy rachunkiemze odcete te zostaly odczytane prawidiowo. kéony w
tym celu rozwgzaé réwnanie:sinx =% i wybrat z jego rozwgzania te argumenty, ktére na-

leza do przedziahk O; 277 )Mamy: sinx:%, zatem sinx=sin%, skad x:%+2kn [

AKADEMIA MEDYCZNA W WARSZAWIE WYDZIAL FARMACEUTYCZNY
PRACOWNIA MATEMATYCZNA



Funkcje — materiaty pomocnicze dla studentow | rold farmacji i analityki medycznej
Opracowat: dr Krzysztof Kltaczkow
-44 -

0x= gﬂ+ 2krr, KOC. Z obu tych rozwgzan w przedziale< 0; 271) znajduj sie tylko g
orazgﬂ (zgodnie z odczytem z rysunku). Widaraz,ze funkcja f(x) = sin x przyjmuje (w

przedziale< 0; 2n ) wartasci wigksze lub réwne 0(% dla x D<7—g§ﬂ> .

Na koniec znajdziemy rozgaanie ogoélne. Ze wspomnianej na pgika okresowéci funk-
cji sinus wnioskujemyze inne przedziaty, w ktorychetizie spetniona nieréwié sin x> %
beda miaty kraice, r&nigce s¢ od znalezionych o wielokrot&é liczby 2rt A wiec mamy

rozwigzanie ogoélnex [ <7—6T+ 2kn,gn+ 2kn> , kOC.

b) Okresem zasadniczym funkcji  f(x) |tg x| jestt, a wiec rozwamy wykres tej funkciji
dla XD(—I—T,I—T}
2 2

I A I
: 4 :
: 3 :
: 2 ;
: : L,
¥ & | & ¥
- _nn
f(x) =ty x|,xD[ 2'2)

Szukamy odaitych punktow wspdélnych wykresu funkcjif (x) :|tg x| i wykresu funkcji
f(x) =1. Mamy: [tg X =1, czyli tg x=-1Ctg x =1, skad tg x:tg(—gj Otg x:tgg, co

zachodzi, gdyx = —g +kmrdx = % +kmr, kOC. Z punktowtych w przedzial%—g,l—;j

znajdup sie istotnie tylko—g oraz% . Zatem w przedzial%—’—;gj rozwigzanie nieroOw-

nosci ma posta x [ (—g,% > [ <§,g) . Teraz tatwo otrzymujemy rozw#anie ogolne:

xO0C-2+km 2 +kmr>0<+km+km), kOC.

2 4 4 2
c) Jak wiemy, okresem zasadniczym funkgcji f(x) = @agjestrt, rozwamy wiec jej wykres
na przedziale <g, g) (mazna te wzigé inny przedziat, na przyktad <@y, ale w wybra-

nym przez nas przedziale roawanie da si, jak st za chwit przekonamy, zapiganajpro-
sciej, w postaci jednego przedziatu):
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TN, & &
.// } %\\

f(x) = cos2x, xO< =22, 71y
22

Szukamy odeitych punktow wspdélnych wykresow funkcji: f(x) = c@% oraz f(x) =-

V2
>
+ki

Zatem musi b§. cos2x = —g ,czyli cos2x = co{% nj , Skad x = §ﬂ+ krrOx = -

ooloo

kOC. Z obu tych rozwgzan w interesujcym nas przedziale znajdugic —gn oraz gn.

Wida¢, ze rozwizanie nieréwnéci w przedziale <—g, g) ma posté& XD[—gﬂ,gﬂj
(tu wiasnie jest ono opisane jednym przedzialemyddlatwo otrzymujemy rozvgizanie

ogélne:xD(—lZIH kn,l;’n+ knj, kOC.

Cwiczenia:

8.1. Ramt koncowe kta skierowanega znajduje sj w Il ¢wiartce uktadu wspotednych i
zawiera s} W prostej o rownaniy + J3x=0. Obra na tym ramieniu kecowym trzy punk-
ty P1, P, i P3 i wykorzystupc ich wspotredneobliczy¢ kolejno dla kadego z nich warkei

funkcji trygonometrycznychdtaa.

8.2. Obliczy wartasci funkcji trygonometrycznychdta skierowanega, jesli wiadomo,ze

jego rame¢ koncowe jest zawarte w prostej o podanym rownaniwzy @ podanejcwiartce
uktadu wspétrzdnych:

a) 3x—y =0, llkwiartka; b) 5y + x =0, \éwiartka;

c) v3y-x=0, lll ¢wiartka; d) 2y++/7x=0, Il éwiartka.

8.3. Obliczy¢ wartasci pozostatych funkcji trygonometrycznych argumextyesli:

2 . 3
a) sinx:—ﬁ i xO 7T,§7T . b)cosx=—i xD[—ﬂ,an,
4 2 3 2

c)tgx:—@ixm(imnj, d)Cth_—il XD( 77'27Tj
5 2 2
8.4.0bliczy¢:
a) sin(—3—5nj , D) co:{—z—zﬂj : C) tg(11 j
6 3
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10 sin[— 131 nj Ed:o{g ﬂj
d) ctg —rm|, e) .
T el
6
8.5. Obliczye:
. . 1. 1
a) sin 2x, jali cosx=—= | XD(—IT,]TJ,
3 2
b) sin 2x, j&li tg x = L i xD(ﬂ,Enj,
2 2
c) sinx, jgli sin(ﬁjzé [ xD(ﬂ,Enj,
2 3 2
d) cosz,jeéli cosx=—l i xd I—T,n .
2 5 2
8.6.Wykaz&, ze dla dowolnego x:
a) jezeli sinZ 201 cos5 #£0,t0 l+_COSX = ctgf,
2 2 sinx 2
b) jezeli sinx# 0 , to —>"2X_ — ¢igx,
1-cos2x

c) jezelisin x#0 i cos x£ 0, to 1 —ctg2x =tg X,
X

d) jezeli sin x + cos x£ 0, to '1+Sm2X > =1
(S|nx+cosx)

8.7.Naszkicowa wykres funkciji:

a) f(x) = -3sinx, b)f(x) = |cos2X, c)f(x) = 1+sing,

d) f(x) = [tg2, ) f(x) =— ctgg.
8.8.Rozwizat rownanie:

a) sin x :%, b) cosx = —%, c) sirfx = 1,

d) ctg x =—+/3, €) 2sifx + sin x = 0.
8.9.Rozwizat nierownac¢:

: 1
a)sinx<-2,  b) cosxz%, o) [tgx =3,
X
d) cos2x > _ﬁ, e) |ctg—| <1.
2 2
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Odpowiedzi.
1.1.
2-3x gdy x<-1 2(x-1) gdy x<2
a) [x+1-2x+3= , b) x=|2-x= :
4-x gdy x=-1 2 gdy x>2
~(x+5) gdy x<—%
c) [2x+1]+x-4 = ,
3(x-1) gdy xz—%
-(3x+1) gdy x< —g
d)|x-2+[2x+3=1 x+5  gdy —25x<2,
3x+1 gdy X=2
-2(x+3) gdy x<—§

e) |3x+2-|x-4=12(2x-1) gdy —%SX<4.
2(x+3) gdy X=4

1.2.a)x:—§ lubx=1, b)x=01lubx=1, g0(-5-1),
d) x[O(=c0,—2>[1 < 6,+0), €) x[(—,0) (g,+00).

1.3.a) XD(:—]?; ,lj, b) xOR, c) xD(—oo,—l), d) xm(g,ﬂoj, e) nierobwné¢ sprzeczna.
1. 4.a) x0(-0,2> [0 < 4,+0), b) xO(-33), ¢) xI(L,+e),
d) xO(-%,-2) 0 (-23>, e)xD(—oo,g >,

2.1.
a) b)
y y
A
4 4
2 2
4 2 N2 G 4 2 2 .
2 2
4 4
f(x) =[x-1-x f(x)=x+1-|x+]
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c) d)
y y
4 4
2 2
4 2 2 4 > 4 > 5 p P X
Nz
-4 )
F0) = 2x-f1-X (9 =[x+ 2= |x-1
e)
y
oA
6
4
4 2 \ 2 /4 6 8
-2

f(x) =[1-x+3- -3

2.2. @) x[< 0,+%), b) x (- ,2), ¢) X0 (3+w), d) X[ (- 0,—2) 0 (2,+0).
3.1.

post& kanoniczna poséaloczynowa

a) f(x)=—(x—% +:11 f(x) = -x(x~1)

b) foo:{x+§2—59 foo=4}—%yx+$

C) f(x):{x+% f(x)=4[x+%)

d) | f(x)=—(x+1)"-1 nie istnieje
e)| f(x)=—(x+1)°+4 f(x) = —(x-1)(x+3)
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3.2.
a) b)
y y
104
75 10
5
5
2.5
' 2 2\"\/ o 4 f2 2 '
-5 5
7.5
10 -10
f(x)=x*-2x-3 f(X) =8+2x-x°
c)

é’;x
-2
f(x)=x*-4x+3
99 1
3.3.a) X0 (~»,0> 0 < 2,+), b) xm(—g,gj, c) xO(-o,- )D(§,+00j, d) x =2,
e) xOR-{3}.
3.4.a) xOR-{0,2}, b) xO(-0,-7) 0 (-7,-2> 0 < 2,+w), ¢) xI{- 10},
d) xO(=c0,—2> 11 <%,1) O (L+o0), €) Xx[O(—c0,—2 > [1(4,+0).
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41.a) ¥ -3x+2=(X+x—-2)(x—1), b) %+ 3¢ +5x +3=(X+2x + 3)(x + 1).
4.2.a) P(X) + Q(X) = X+ X + 4, P(X) — Q(x) = %+ x* — 2x,

PX)RX) =X +3C+x*+4, P(X): Q(X)=%—x +1;

b) P(X) + Q(x) = X=X — 2x + 8, P(X) — Q(X) =% 3 + 4x,

PX)QX) =X — X+ 118 - 7¢ - 8x + 16, P(x): Q(X) = x + 1.

43a)X - +x+1=R+1)(x=1)+2,

b) X* = =¢ —x + 3 = (£ + X)()¢ — 2x + 1) + (-2x + 3).

44.a)a=2,b=-3; b)a=3,b=-1; c)a=EH4d; da=1,b=-1.
45a)nir, bn On.

47a)-1,1,2,b)-2,1,2, 6, d) —%, 1.

4.8a) x(x - 1)(X + x + 1), b) X(x + 1)(¢ — x + 1), ¢) x(2x + 3)(4%- 6x + 9),

d) x(2 - 3x)(4 + 6x + 9.

4.9. a) (x = 1)(x + 1)(X - 2)(x + 2), b) (x — 1)(xB(x - 3)(x + 3), ¢) (X - 3)(x + 3)B¢+ 1),
d) (1-x)(1+X)(%+2).

4.10. a) (X - 2f(x + 2), b) (x - J(x + 1), c) (x - 2)(X+ 2), d) (x - 3)(X+ 3).

4.11. a) (x-1)(B%+x+ 1), b) (X + 2)(R— X + 2), ¢) X(X - 4)(X+ 4x + 5),

d) x(x + 3)(3%- 9x + 10).

4.12. a) x =—+/3 lub x =+/3 |ubx:2,b)x:-1|ubx:2,c)xs%,d)xz-lmbx:l,
e)x:0Iubx=g.

4.13.2) x0 (- 43) 0 (4,+%), b) x0 [~ 00,~7) 0 (- 1,4/7), ©) X0 (=00,~2 > O{0}1 < 2,400),
d) x = -1, e)xD(—%,O) 0 (0,+).

5.1.a)x=-2, b)x=-1lubx=3, ¢)x=+/3 lubx=+/3,d)x=-2 lubx =2,

&) x = - i|b - 1;*/5.

5.2. @) x[(—o0,~3)0 < 2,+), b) x (- ,-3)0 < —§,+oo) ,¢) xO(-]1), d) xO(-w1),

e) x[<-3-2) 0 (—2,—2 >,

5.3 a) x0< -6,-3) 0 (040 ), b) x0(=3-2) 0 (13), ¢) X[ (‘”"é >0 (o,% >,

d) xO< -10).
5.4.a) xO R—{%,Z}, b) xO(-5;2>, ¢) XD(—&—%)
d) x 0 (-o0,~4) 0 (- 4,-2)0 < 3+w).
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5.5.
a) b)
¥ 1 ¥ |
A | ch |
10f IL E 1
| |
| 4 |
5t 1 2 1
| |
-2 -z | H £ B —— e — - T—-—=—=—======
| - |
=t I f I
1 -&f 1
| |
1 -et 1
2x+1
f(x)= - X _
(x) 2 f(x)—4_ 1

X+ X
f(X)=|——- f(x)= -1
1-X X+ 2
e)
__________________
o e i __ _z__+__
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6.1.
a) b)
¥ ¥
5“ sA
2t af
pi \-
e AN
-4 -2 Z2 4 € =] 1':|=x —:;.I:I -8 —€ -4 —IE 2 4 *
—1 -1
f(X)=4x+2+1 f(x)=4/2-x
C) d)
y
y A
2,
. \\
5 T -4 -2 2 4 6 >F
_l L
_2 L
-3t
-3
F()=1-4/¥ f(x)=-3x-1
7.1.
a)
1
f(x) _ 1 2x-2 B
2 f(x)=2" +1
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c)

O
_n
21

Xx-1

x-1

Y

f(x) =

7.2.a)X :1—63, b) x=01lubx =1, cxl<-2,0>, d) x(-0,0>[ < 4,+x),

e) xO(-20)0 (0;1).

7.3. a)x0O<=20)0 (0;3) 0 (3+ ), b) xO<-5-2)0(-22) 0 (25>,c)x =3,

d) xO(=00,—2) O (2,+).

7.4.a) Wskazowka: Wprowadzbznaczenie: t #0g, x . Skorzystéa z definicji logarytmu i
zauway¢ rownas¢ lewej i prawej strony tezy.

b) Wskazowka: Skorzysta twierdzenia o zamianie podstawy logarytmu praygn ¢ = b.

7 9 2
75.a)——, b)—-=,c)—=, d) 13, e) 25.
) 3 ) 3 )3 ) )
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7.6.
a) b)
:jk | M
1
1 / .
. : . . e 2l
-4 -z 1 4 £ B " :
- ! 1
1F 1 |
1 »
2| | 2 4 6 8 g
4l
' 1
f () =log, (x - 2) F(x) = log, 4
C) d)
y y
1 4A 2
'3
I
1
! 5 T
'/ g
| 2 4 6 8 10
1/-1
1
-2
3 3
f(x) =1+log,(x-2) f(x) = -log,|X

7.7.a) x=3,b)x =14, cx0(-22>, d) XD[%,?)), e) x< —5,—;).

7.8.a) x0(-30)0(0;3), b) xm<%1) 0 (L+), ¢) xO (—oo,—g) O (—g,o >,
d) xO<-1-+/2,-2) 0 (0;+/2 1>, €) x O (~,~/2) O (v/2,+00)..

8.2.a) sina = ——‘10, cosa = —@, tga =3, ctga :E; b) sing = _@ '
1C 1C 3 26
cosa:Z—'EG, tga:—%, ctga =-5; ¢) sina:—%, cosa:_g tga-i

ctga =+/3; d) sina = \/7 coscr——z—\/l_1 tga'——\/z7 ctga = - 2\/_

8.3. a)cosx——— tgx= \/7 ctgx = \/7 b)smx——— tgx——£

ctgx = —2—\/5 ; C) smx—— COSX = —— ctgx——ﬂl d) sinx = —\/g, cosx=&
5 6 6’ 11 7 7
V3
tgx=—-——.
9 2
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1 1 J3 o9
8.4.a)§,b)—§,c) \/§,d)?,e) .
8.5.a)—£,b)ﬂ,c)—&,d)\/§.
9 5 3 5
8.7.
a) b)

f (x) = -3sinx f (x)- = |cos2x

c) d)
y y
I I | I
1 1 | 1
15 1 1| 3 1 1
I I | I
1 Il 2 | 1
10 | | 1 |
JI IWI 1
5 1 | 1 |
1 1 1 1 X
-p | I | | | p
-5p  -3p -p p 3p 5px : % : -1{ : % !
. X
f(x) =1+sin—
(X) in> (%) = g2
e)
|
1
1
-3p

) \
k
- - — ——
°
x

) X
f(x) =-ctg—
(x) 92

8.8.a) x:%+2kan:§n+2kn, kOC; b) x:§n+2kn O x:—§n+2kn, kOC;
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0); x:§+2kn 0 x:gn+2kn, kOC: d) x:—%+kn, kOC:

e) x:—%+2kan:%n+2kan:kn, kOC.

8.9.a) xm(gmzkm%mzknj, kOC: b) xD<—’ZT+2kn,’ZT+2kn>, kOC:

c) xOd —7—T+k7T,—7—T+k7T O 7—T+k7T,7—T+k7Tj, kOC;
2 3 3 2

o) x0[ -2 gk >+ k|, kOC: €) xO{Z+ 2k > 77+ 2kr), kOC.
12 12 2 2
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