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1. PRAWDOPODOBIENSTWO

1.1 Dany jest zbior zdarzen elementarnych £ = {col,oaz,...,oalo} pewnego doswiadczenia

losowego. Obliczy¢ prawdopodobienstwo P({colo }), jesli

P({a)k}):zik, k=12,....8, oraz P({a)g})=0,001.

1.2 Dany jest zbidr zdarzen elementarnych Q= {0)1,032,...,039} pewnego doswiadczenia

losowego. Wyznacz warto$¢ K, jesli
P({nf) = P({on}) = = P({og ) = 2" oraz P(fog )=

1.3 Dany jest zbior zdarzen elementarnych Q = {wq, w,, ..., w19} pewnego doswiadczenia
losowego. Wyznacz warto$¢ K, jesli

(fon)) 26 P({og})= o .. P(lo,}J= 20

1.4 Obliczyé prawdopodobiefistwo P(A), jezeli 16 P(A)P(A')=3.

N~

1.5 Obliczy¢ prawdopodobienstwo P(A), jezeli P(A)=5P(A’),

1.6 Rzucamy dwiema kostkami sze$ciennymi prawidtowymi. Niech zdarzenie A polega na
tym, ze suma oczek jest liczbg nieparzystg, a zdarzenie B - na otrzymaniu jedynki co
najmniej na jednej kostce. Obliczy¢ prawdopodobienstwa:

(@ P(ANB), () P(AUB), ©) P(ANB).

1.7 Rzucamy trzema symetrycznymi monetami. Obliczy¢ prawdopodobiefistwo otrzymania
(a) doktadnie jeden raz orta,
(b) doktadnie dwa razy orta,
(c) co najmniej jeden raz orta,

(d) co najwyzej dwa razy orta.

1.8 20-osobowa grupa studencka, w ktorej jest 6 studentek, otrzymata 5 biletow do teatru.
Bilety rozdziela si¢ droga losowania. Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze wsrod
posiadaczy biletow znajda si¢ doktadnie 3 studentki ?

1.9 Partia towaru sktada si¢ ze 100 elementéw. Wsrod nich jest 5 elementéow wadliwych.
Poddajemy kontroli 50 elementow. Parti¢ przyjmujemy, jesli wsrod kontrolowanych
elementow jest nie wigcej niz jeden wadliwy. Obliczy¢ prawdopodobienstwo przyjecia
partii towaru.



1.10 Rzucono 10 kostek szesciennych prawidtowych. Obliczy¢ prawdopodobienstwo tego, ze

suma wyrzuconych oczek bedzie réwna (a) 10; (b) 11.

1.11 W pudle kartonowym znajduje si¢ 100 opakowan pewnego leku, przy czym 5 opakowan

1.12

1.13

zawiera lek przeterminowany. Farmaceuta losowo wyciagnat 3 opakowania. Obliczy¢
prawdopodobienstwo tego, ze

(a) zadne z wyciggnigtych opakowan nie zawiera leku przeterminowanego,
(b) co najwyzej jedno opakowanie zawiera lek przeterminowany,

(c) co najmniej dwa opakowania zawierajg lek przeterminowany.

Student zna odpowiedzi na 20 sposrdd 25 pytan przygotowanych na egzamin. Jakie jest
prawdopodobienstwo, ze student odpowie na co najmniej 3 pytania z 4 losowo wybranych
z przygotowanych na egzamin.

W 20-osobowej grupie znajduje si¢ 12 studentek i 8 studentéw. Oblicz
prawdopodobienstwo wybrania 6-0sobowej delegacji:
(&) w ktorej znajda si¢ 4 studentki,
(b) w ktorej znajda si¢ co najmniej 4 studentki,
(c) w ktorej znajdg sie co najwyzej 3 studentki.

Odpowiedzi:
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2. PRAWDOPODOBIENSTWO WARUNKOWE I CALKOWITE. WZOR BAYESA

2.1 Zdarzenia A i B wykluczaja si¢ przy czym P(A)=0,4 oraz P(B)=0,6. Obliczy¢

2.2

2.3

2.4

2.5

2.6

2.7

2.8

prawdopodobienstwo P ( Al B) .

Obliczy¢ prawdopodobiefistwo P(A) jesli P(A|B)=0,6, P(B|A)=0,2, P(B)=0,1.

Na I roku pewnej uczelni zaobserwowano, ze 25% studentéw uzyskuje dobre wyniki z
przedmiotu A, 60% z przedmiotu B, a 20% jednoczesnie z obu tych przedmiotow. Jakie
jest prawdopodobienstwo, ze losowo wybrany student

(a) uzyskuje dobre wyniki z przedmiotu B pod warunkiem, ze uzyskuje dobre wyniki z
przedmiotu A,

(b) uzyskuje dobre wyniki z przedmiotu A pod warunkiem, ze uzyskuje dobre wyniki z
przedmiotu B.

Prawdopodobienstwo, ze pacjent przezyje pewng operacj¢ transplantacji jest rowne 0,55.
Prawdopodobienstwo, ze organizm pacjenta, ktory przezyt operacj¢ transplantacii,
odrzuci przeszczepiony narzad w ciggu miesigca jest rowne 0,20. Jakie jest
prawdopodobienstwo przezycia obu tych krytycznych etapéw leczenia ?

W dwoch urnach znajduje si¢ po 6 czarnych i 4 biate kule. Z pierwszej urny losowo
wyciagnieto jedng kule 1 przelozono do drugiej urny. Obliczy¢ prawdopodobienstwo
tego, ze losowo wyciagnieta kula z drugiej urny okaze si¢ biata.

Dane sg dwie urny o nastepujacym sktadzie: w I urnie znajduje si¢ 6 kul czarnych 1 9 kul
biatych, a w II znajduje si¢ 5 czarnych i1 15 biatych kul. Wylosowano 2 kule z [ urny 1 nie
ogladajac ich wrzucono do II urny. Obliczy¢ prawdopodobienstwo wyciagnigcia kuli
biatej z II urny przy nowym jej sktadzie.

I rok pewnego wydzialu Akademii Medycznej sktadat si¢ ze studentow ktorzy ukonczyli

licea o kierunkach: biologiczno-chemicznym, ogdlnym i matematyczno-fizycznym, w
ilosciach, odpowiednio, 60, 40 i 20. Wieloletnie obserwacje dowiodly, ze
prawdopodobienstwa terminowego ukonczenia studiow dla poszczegdlnych grup
studentéw byty, odpowiednio, rowne: 0,6 , 0,4 i0,7. Losowo wybrany student sposrod
rozwazanej populacji ukonczyt terminowo studia. Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze byt
on absolwentem liceum o kierunku biologiczno-chemicznym.

W hurtowni aptecznej znajduje si¢ pewien lek pochodzacy z trzech zakladow
farmaceutycznych Z,, Z,,Z; .Zapotrzebowanie pokrywane jest przez te zaklady,

odpowiednio, w 40%, 40%, 20%. W transporcie (z zakladow do hurtowni) uszkodzeniu
ulega, odpowiednio 2%, 3%, 1% opakowan leku.

(a) Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze losowo wybrane opakowanie bedzie
nieuszkodzone.



(b) Losowo wybrane opakowanie jest nieuszkodzone. Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze
pochodzi ono z zaktadu Z, .

2.9 W pewnym laboratorium trzech analitykow wykonuje te same oznaczenia, z tym jednak,

2.10

ze analityk pierwszy wykonuje 60% wszystkich oznaczen, a pozostali dwaj wykonuja po
20% oznaczen. Analitycy pracujg z rozng staranno$cig. W przypadku pierwszego z nich
zachodzi potrzeba powtarzania oznaczenia przecigtnie 5 razy na 100 wykonanych analiz,
w przypadku drugiego - 8 razy na 100, a w przypadku trzeciego - 2 razy na 100
wykonanych analiz. Losowo wybrana analiza wymaga powtdrzenia. Obliczy¢
prawdopodobienstwo, ze analiz¢ ta wykonywat drugi analityk.

Do pewnego szpitala zglasza si¢ srednio 50% chorych na chorobe K, 30% na chorobeg L
1 20% chorobe M. Prawdopodobienstwo pelnego wyleczenia z choroby K jest réwne 0,7
, Z choroby L - 0,8, az choroby M - 0,9 . Wyleczony pacjent wypisuje si¢ ze szpitala.
Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze cierpial on na chorobe K.

2.11 Na oddziat kardiochirurgiczny pewnego szpitala zglasza si¢ w roku przecietnie 70

2.12

2.13

2.14

2.15

2.16

mezczyzn 1 30 kobiet z pewng wadg serca. Prawdopodobienstwo pelnego wyleczenia dla
mezczyzn jest rowne 0,8, a dla kobiet 0,9. Wyleczony pacjent wypisuje si¢ ze szpitala.
Znalez¢ prawdopodobienstwo, ze byt on:

(a) mezezyzna, (b) kobieta.

Na 100 me¢zczyzn w wieku 40-60 lat 18 choruje na nadcisnienie tetnicze, zas na 200
kobiet w tym samym wieku choruje 11. Z grupy o jednakowej liczbie kobiet 1 m¢zczyzn
wybrano losowo osobe, ktora jak si¢ okazalo ma podwyzszone cisnienie. Jakie jest
prawdopodobienstwo, ze jest to mezczyzna?

5% mezezyzn 1 0,25% kobiet nie rozroznia koloréw (daltonizm). Losowo wybrana osoba
okazata si¢ daltonistg. Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze wybrana osoba jest m¢zczyzna,
jesli losowano:

(a) z grupy osob, w ktorej byta rowna liczba mezczyzn i kobiet,
(b) z grupy os6b, w ktorej byto dwukrotnie wiecej mezczyzn niz kobiet.
W pewnej populacji 10% mezezyzn 1 15% kobiet ma podwyzszony poziom cholesterolu.

Wybrana losowo osoba miala podwyzszony poziom cholesterolu. Obliczy¢
prawdopodobienstwo, ze byla to kobieta, jesli osobe ta wybrano z grupy oséb w ktore;j:

(a) byta rowna liczba m¢zezyzn i kobiet,
(b) byto 40% mezczyzn i 60% kobiet.
W  pewnym wojewodztwie 20% osob tam zamieszkatych bylo palacych.

Prawdopodobienstwo $mierci na raka ptuc w tym wojewodztwie wynosito 0,006 1 byto
10-krotnie wicksze dla 0sob palacych niz dla niepalacych.

(a) Obliczy¢ prawdopodobienstwo $mierci na raka ptuc dla osoby palace;.
(b) Chory zmart na raka ptuc. Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze byt osoba palaca.

Pewien test pozwalajacy wykry¢ chorobe nowotworowa ma zarowno czulosc jak i
specyficzno$¢ na poziomie 95%. Zaktadajac, ze 0,4% osob catej populacji jest chorych
obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze badana osoba jest chora, jesli test dat wynik
"pozytywny".



2.17

Czuto$¢ pewnego testu do wykrywania choroby X wynosi 95%, a specyficznos¢ 1%
Zaktadajac, ze 0,5% osob calej populacji cierpi na te chorobg, obliczy¢
prawdopodobienstwo, ze badana osoba jest chora, jesli badanie dato wynik "pozytywny".

2.18 W pewnym afrykanskim miescie 10% catej populacji byto zarazonych wirusem HIV 1 a

5% - wirusem HIV 2. Stosowany test pozwalajacy wykry¢ nosicielstwo obu typow wirusa
ma czutos¢ 98% dla wirusa HIV 11 94% dla wirusa HIV 2 a specyficzno$¢ 96%. U
badanej osoby test dal wynik "pozytywny". Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze badana
osoba byla nosicielem wirusa HIV 1. Zatozy¢, ze chory nie mogt by¢ rownoczesnie
zarazony wirusem HIV 11 HIV 2.

Odpowiedzi:
5
21 0 2.10 I
22 03 2.11 (a) 0,675, (b) 0,325
4 1 36
23 (@3, (b) 3 212
24 0,44 213 (a)%, (b)%
25 04 2.14 (a) 0,6, (b) 0,692
81 3 - 5
26 10 2.15 (a) 135 ~00214, (b) 3~0,7143
6 ~ 19
2.7 {7=0545 2.16 5.5
2.8 (a) 0,978, (b) 0,397 2.17 2%
29 0,32 218 2B ~0547
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3. ZMIENNE LOSOWE TYPU SKOKOWEGO

3.1 Zmienna losowa X przyjmuje wartosci: x; =1, x, =2,x; =4 z prawdopodobienstwami,

odpowiednio: pl:%, P, =1 Py=3

(a) Wyznaczy¢ dystrybuante zmiennej losowej X i sporzadzi¢ jej wykres.
(b) Obliczy¢ P(2< X <3), P(X >2).

(c) Oblicz E(X) oraz D?(X).

(d) Oblicz E(2X — 1) oraz D?(2X — 1).

3.2 Dystrybuanta zmiennej losowej X wyraza si¢ wzorami

3.3

0 dla xx1

1 dla 1<x<2
F(x)=1"> .
% dla 2<x<5

1 dla x>5
Wyznaczy¢ rozktad prawdopodobienstwa zmiennej losowej X.

Dany jest rozktad zmiennej losowej X typu skokowego P(X =Kk) = Ck?, k=123, 4.
(a) Wyznaczy¢ wartos¢ statej C.
(b) Wyznaczy¢ dystrybuante zmiennej losowej X.
(c) Obliczy¢ prawdopodobienstwa: P(X > %), P(2 <X < 5).

3.4 10-osobowa grupa studencka w ktorej jest 6 studentek i 4 studentow otrzymata 3 bilety na

wystep. Bilety rozdziela si¢ drogg losowania. Wartosciami zmiennej losowej X sg liczby
studentek, ktére wylosowaty bilety.

(2) Znalez¢ rozktad zmiennej losowej X.
(b) Obliczy¢ P(X > 1).

3.5 Pewna gra polega na rzucie dwiema kostkami. Gracz wygrywa 10 zt jezeli suma oczek jest

3.6

3.7

rowna 2, wygrywa 5 zt jezeli suma oczek wynosi 3 1 przegrywa 1 zt (tzn. "wygrywa" — 1
zh) w kazdym innym przypadku. Zmienna losowa X ma warto$ci rowne wygranej w tej
grze. Wyznaczy¢ rozktad prawdopodobienstwa i dystrybuante zmiennej losowej X oraz
obliczy¢ jej warto$¢ oczekiwang 1 odchylenie standardowe.

Pewna gra polega na rzucie trzema monetami. Gracz wygrywa 10 zI w przypadku
wyrzucenia trzech ortow, a przegrywa 6 zt (tzn. "wygrywa" —6 zl) w pozostalych
przypadkach. Zmienna losowa X ma warto$ci rOwne wygranej w tej grze. Wyznaczy¢
rozktad prawdopodobienstwa i dystrybuante zmiennej losowej X. Sporzadzi¢ wykres
dystrybuanty. Oblicz warto$¢ oczekiwang 1 wariancje¢ zmiennej X.

Pewna gra polega na rzucie monetg i kostka szeScienna. Gracz wygrywa 4 zt w przypadku
pojawienia si¢ reszki i jedynki, wygrywa 2 zt w przypadku pojawienia si¢ orla lub liczby
oczek podzielnej przez 2 i przegrywa 3 zl (tzn. "wygrywa"-3 zl) w pozostatych
przypadkach.

(a) Podac zbior zdarzen elementarnych w tym dos§wiadczeniu losowym.



(b) Podac¢ rozktad zmiennej losowej X, ktorej wartosciami sg liczby rowne wygranej w
tej grze.

(c) Obliczy¢ E(X) i o = y/D?(X).
(d) Obliczyé E(2 —3X) i D(2 —3X).

3.8 Poréwnywano leki A i B stosowane dla stabilizowania czgstosci uderzen serca pacjentow
ktérzy przeszli atak serca. Niech X oznacza liczbe uderzen serca na minute¢ pacjentéw
przyjmujacych lek A, a Y — liczbe uderzen serca na minute pacjentéw przyjmujacych lek B.
Dane sg nastepujace rozktady zmiennych losowych X i VY:

y X: | 40 | 60 | 68 | 70 | 72 | 80 | 100
"~ p; |0,01/0,04|005| 08 |005]|0,04 0,01
v X; | 40 | 60 | 68 | 70 | 72 | 80 | 100
P, | 04 |0,05(0,04|0,02|0,04|005]| 04

() Wyznaczy¢ i poréwnaé wartosci przecietne liczby uderzen serca pacjentow leczonych
danymi lekami.

(b) Ktory z lekow powoduje wiekszg zmienno$¢ uderzen serca — poréwnaé D2(X) i

D2(Y).

Odpowiedzi:
0 da x<1
1 dla 1<x<2 A
(@) FOO=13 —
3.1 iz dla 2<x<4 1 l
1 dla x>4 S ¢ +
”"'*?_1? |
I\
Wykres dystrybuanty — Rys. 1 0 é| 2 3 4 5 >
1 5
(b) 4’ 12 Rys. 1
(c) 2,5;1,75



0 dla x<1

L dla 1<x<2

30
33 (@ C=45, (b) F(=12 dla 2<x<3, (0 % 3
14
% dla 3<x<4
1 dla x>4

34 (1) P(X:O):%, P(X=1)= 3 P(X=2)=

o PX=3)=%, (b) £

1
21
__ 1y _33 _cy_ 2 —10)= 1 . __13
35 P(X=-D)=3 P(X=5=2% P(X=10)=2;EX) = o=
0 dla x<-1
3 dla —-1<x<5
F(x)=43
% dla 5<x<10

1 dla x>10

36 P(X=-6)={,P(X=10)=1

A
0 dla x<-6 ? USSSISpe =
F(x)=1& dla -6<x<10 | |
| |
1 dla x>10 *s 0 10 >
Wykres dystrybuanty F — Rys. 4 Rys. 4
E(X) = —4,D?(X) = 28
37 (P(X=4=5, P(X=2)=3, 38 (a) E(X)=E(Y)=70,
P(X =-3)=1 (b) D?(X) =264, D2(Y)=730,32

(©E(X)=% D*(X)=L 5~201
4. ROZKLAD DWUMIANOWY I ROZKLAD POISSONA

4.1 Zmienna losowa X ma rozktad dwumianowy o parametrach n=4 i p=0,2.
(a) Wyznaczy¢ rozktad zmiennej losowej X.
(b) Obliczy¢ prawdopodobienstwa P(X < 2) oraz P(X >1).
(c) Wyznaczyé E(X), DZ(X) i o,

4.2 40% Polakow to blondyni. Niech X oznacza zmienng losowg ktdrej wartosciami sg liczby
rowne liczbie blondynow w 4-0sobowej rodzinie.

(a) Znalez¢ rozktad zmiennej losowej X.
(b) Obliczyé E(X), D2(X), o=4/D?3(X) i P(X >2).



4.3 10% pewnej populacji to daltonisci. Wybrano losowo grupg 25 oséb z tej populacji.
Obliczy¢ prawdopodobienstwa, ze daltonistami w tej grupie okaze si¢

(&) conajwyzej 5 osob,
(b) co najmniej 3 osoby.

4.4  Smiertelno$¢ szczurdw zarazonych pewna chorobg jest réwna 60%. Obliczy¢
prawdopodobienstwo tego, ze na 20 zarazonych szczurdw przezyja co najwyzej 2.

4.5 W pewnym miescie na 105 nowonarodzonych chtopcoéw rodzi si¢ 100 dziewczynek. Znalez¢
prawdopodobienstwo, ze wsrod 4 losowo wybranych noworodkow

(a) jest 2 chtopcow i 2 dziewczynki,
(b) wszystkie 4 noworodki sg tej samej pici.

4.6 Prawdopodobienstwo postawienia nietrafnej diagnozy podczas wykonywania
specjalistycznych badan chorych na pewng rzadka chorobe jest rowne 0,05. Przebadano

50 pacjentow. Obliczy¢ prawdopodobienstwa, ze nietrafna diagnoza zostanie postawiona
dla:

(&) 3 pacjentow,
(b) co najmniej 2 pacjentow.

4.7 Pewien lek ma dziatanie niepozadane polegajace na uszkodzeniu nerek u 1% pacjentow.
Lek ten podano 50 pacjentom. Obliczy¢ prawdopodobienstwa, ze:

(&) co najmniej 1 pacjent,
(b) co najwyzej 2 pacjentow
zostanie dotknigtych tym niepozadanym dziataniem leku.

4.8 Pewien lek ma dzialanie niepozadane powodujace ostre podraznienie watroby u 5%
pacjentow. Lek ten podano 120 pacjentom. Obliczy¢ prawdopodobienstwa, ze

() co najmniej 2 pacjentow,
(b) 5 pacjentow
byto dotknietych tym niepozgdanym dziataniem podanego leku.

4.9 Pewien lek ma dziatanie niepozadane powodujace przesadng ospatosé u 5% pacjentow.
Lek ten podano 100 pacjentom. Obliczy¢ prawdopodobienstwa, ze

(a) co najwyzej 2 pacjentow,
(b) co najmniej 1 pacjent
byto dotknietych tym niepozadanym dziataniem podanego leku.

4.10 Dzialanie niepozadane pewnego leku polega na przejsciowym zaburzeniu wzroku u okoto
10% pacjentdéw. Zakladajac, ze lek ten podano 40 pacjentom, obliczy¢
prawdopodobienstwa, ze

(a) co najmniej 3 pacjentow,
(b) co najwyzej 1 pacjent
byto dotknigtych tym niepozadanym dziataniem podanego leku.



4.11 Zmienna losowa X ma rozklad Poissona o wartosci przecietnej E(X)=4. Obliczyé

P(X >3).
4,12 Zmienna losowa X posiada rozkltad Poissona z parametrem A. Obliczy¢
prawdopodobienstwa
@ P(X<2), i1=15 © P(3<x<f), 1=3
(b) P(X>1), 1=125 d) P(7<X<10), i1=14

4.13 Liczba czasteczek emitowanych przez pewien radioaktywny material w ciggu sekundy
podlega rozktadowi Poissona z parametrem 4 = 1,7. Obliczy¢ prawdopodobienstwo tego,
ze w ciggu sekundy wyemitowanych zostanie

(a) nie mniej niz 2 czasteczki, (b) conajwyzej 3 czasteczki.

4.14 Liczba X pacjentéw przyjmowanych dziennie na oddzial intensywnej opieki lekarskiej w
pewnym szpitalu ma rozktad Poissona z wartoscig przeci¢tng rowna 5. Obliczy¢
prawdopodobienstwo, ze liczba pacjentow przyjetych na ten oddzial pewnego dnia jest
rOwna co najwyzej 2.

4.15 1% os6b w pewnej populacji choruje na pewna chorobg. Obliczy¢ prawdopodobienstwo,
ze w grupie 200 losowo wybranych os6b z tej populacji co najmniej 4 osoby chorujg na
ta chorobe. Zastosowa¢ Twierdzenie Poissona 1 porowna¢ wynik z wynikiem
otrzymanym przez zastosowanie rozktadu dwumianowego.

4.16 Prawdopodobienstwo urodzenia si¢ trojaczkéw wynosi w przyblizeniu 0,001. Obliczy¢
prawdopodobienstwo urodzenia si¢ jeden raz trojaczkow na 700 urodzin w pewnym
duzym szpitalu. Zastosowa¢ Twierdzenie Poissona i1 poréwna¢ wynik z wynikiem
otrzymanym przez zastosowanie rozktadu dwumianowego.

4.17 2% 0s6b w pewnej populacji ma wzrost powyzej 190 cm. Obliczy¢ prawdopodobienstwo,
ze w grupie 300 osO6b wybranych losowo z tej populacji co najmniej 3 osoby beda
wyzsze niz 190 cm.

Odpowiedzi:
41 (a) P(X=0)=0,4096, P(X=1)=0,4096, P(X=2)=0,1536,
P(X =3)=0,0256, P(X =4)=0,0016
(b) 0,8192, 0,1808
(c) E(X)=08, D?(X)=0,64, =08
42 (a) P(X=0)=0,1296, P(X = 1)=0,3456, P(X = 2) = 0,3456 ,
P(X = 3) = 0,1536, P(X = 4) = 0,0256
(b) E(X)=16, D?(X)=0,96, ¢=0,98, P(X>2)=0,1792
4.3 (a)0,9666, (b) 0,4629 4.7 (a)0,3950, (b) 0,9862
4.4 0,0031 4.8 (a)0,9845, (b)0,1634
45 (a)0,3746, (b)0,1254 4.9 (a)0,1183, (b)0,9941



4.6
4.11
4.12

4.15

4.16

4.17

(a) 0,2199 , (b) 0,7206 4.10 (a) 0,772, (b) 0,0805
0,7619 4.13 (a) 0,5067 , (b) 0,9069
(a) 0,8088 , (b) 0,3554 , 4.14 0,1247

(c) 0,6160 , (d) 0,0024

Rozktad dwumianowy

WY (200) 1 0 % 200_ (200) 1 1 % 199 i

- 0 J\100) \ 100 1 J{100) (100
2 198 3 197
) (T () o
2 100 100 3 100 100

Rozklad Poissona: A =2, P(X >4)=0,1431
Rozkiad dwumianowy: P(X =1) = (7‘;0) (0,001)1(0,999)%%° ~0,3478
Rozktad Poissona: 4 =700-0,001 =0,7, P(X :1):e_0’7 -%z0,3476

0,9380



5. ROZKLAD NORMALNY I TWIERDZENIE MOIVRE’A-LAPLACE’A

5.1 Ggstos$¢ zmiennej losowej X dana jest wzorem
—x2 4 20x —100

f(x)= L exp . —o< X<+,
527 50

Znalez¢ E(X) i D?(X). Uwaga. expx = eX.

5.2 Ggstos$¢ zmiennej losowej X dana jest wzorem
—x%+8x-16

f(x)= 1 exp| ———— |, —oo<X<+w.
22z 8

Obliczy¢ prawdopodobienstwa @ P(X > 5), (b) P(3< X 36).

5.3 Zmienna losowa X ma rozktad normalny o wartos$ci przecigtnej 5 i odchyleniu standardowym
10. Obliczy¢ prawdopodobienstwa

(a) P(2X >5), (b) P(-5<X<25).

5.4 Zmienna losowa X ma rozktad N(15;2). Obliczyé prawdopodobiefstwa:
(@) P(X <25), (b) P(X >-05), c) P(05< X <2),

5.5 Zmienna losowa X ma rozktad normalny o parametrach x# =10, o =25 . Obliczy¢
() P(5<X<25), (b) P(X >20), (©) E(2X +5), D2(2X +5).

5.6 Zmienna losowa X ~N(100;15). Wyznaczyé¢ k tak, by:

(a) P100< X <k)=04778, (b) P(X =k)=01093.

5.7 Zmienna losowa X ~N(10;20). Wyznaczyé k tak, by:
(@) P(X <k)=0,5987, (b) P(0< X <2k)=0,5328.

5.8 Masa mézgu populacji dorostych mezczyzn w pewnym wojewodztwie ma w przyblizeniu
rozktad normalny o wartosci przecigtnej 1400g i odchyleniu standardowym 100g. Jakie
jest prawdopodobienstwo tego, Ze masa badanego mdzgu jest

(a) wigksza niz 1325 g,
(b) zawarta pomiedzy 1475 g a 1600 g.

5.9 W pewnej populacji matp cztekoksztattnych objetos¢ mézgu X ma w przyblizeniu rozktad
3. . 3
normalny o warto$ci przecigtnej 1200cm i odchyleniu standardowym 140cm .
(a) Obliczy¢ P(920< X <1060).

(a) Wyznaczy¢ takg wartos¢ k, ze 10% tych matp bedzie miata objetos¢ mozgu wicksza
niz K.



5.10 Stezenie glukozy we krwi na czczo u cukrzykéw podlega w przyblizeniu rozkladowi
normalnemu o wartosci przecigtnej 106 mg/dl i odchyleniu standardowym 8 mg/dl.

(@) Obliczy¢ P(X <120 mg/dl).
(b) Jaki procent cukrzykdéw ma stezenie glukozy we krwi na czczo zawarte w przedziale
od 90 do 120 mg/dl .

(c) Wyznaczy¢ takg wartos¢ K, ze 25% wszystkich cukrzykow ma stezenie glukozy we
krwi na czczo mniejsze niz k.

5.11 W pewnej populacji mtodych me¢zczyzn stgzenie cholesterolu ma rozktad normalny o
wartos$ci przecietne] 170 mg/dl 1 odchyleniu standardowym 30 mg/dl. Niech X oznacza
stezenie cholesterolu dla losowo wybranego mezczyzny z tej populacji. Obliczy¢:

(a) P(X >185), (b) P(170<X<210)

5.12 Waznym wskaznikiem pracy phuc jest jednosekundowa objgtos¢ wysilonego wydechu. W
pewnej populacji wskaznik ten jest zmienng losowa (oznaczang dalej X) o rozktadzie
normalnym z wartoscia przeci¢tng x# = 3000 ml i odchyleniem standardowym p = 400

ml. Obliczy¢:
(a) P(2900<X<3100) (b) P(X >3600).

5.13 Liczba bakterii pewnego typu w 1 ml wody pitnej podlega w przyblizeniu rozktadowi
normalnemu o parametrach 4 =85, 6=9 . Wyznaczy¢ prawdopodobienstwo, ze losowo

wybrana probka 1 ml wody zawiera wigcej niz 100 bakterii.

5.14 Jaskra jest chorobg oczu ktorej gtowna cecha jest podwyzszone cisnienie $rodgatkowe
zwane tez cisnieniem §rédocznym. Rozktad cisnienia srédgatkowego jest w przyblizeniu
normalny o wartosci przecigtnej 16 mm Hg i odchyleniu standardowym 3 mm Hg.
Zaktada sie¢, ze prawidtowe ci$nienie srodgatkowe zawiera si¢ w przedziale od 12 mm Hg
do 20 mm Hg. Jaki procent catej populacji posiada prawidtowe cisnienie srodgatkowe?

5.15 Wykonywany jest pomiar masy pewnej substancji bez bledow systematycznych. Bledy
losowe pomiaru X podlegajg rozktadowi normalnemu o odchyleniu standardowym o =
20 g (= 0). Obliczy¢ prawdopodobienstwo tego, ze pomiar masy bedzie
przeprowadzony z bledem nie przekraczajacym, co do wartosci bezwzglednej 10 g.

5.16 Zmienna losowa X ma rozktad Bernoulliego o parametrach n, p.
(a) Obliczy¢ prawdopodobienstwo P(X =6) dla
(1) n=20, p=04; (2) n=20, p=0,5.

(b) Stosujac rozktad normalny obliczy¢ przyblizone wartos$ci prawdopodobienstwa dla

danych z pkt. (a) .

5.17 Zmienna losowa X ma rozktad Bernoulliego o parametrach n =30, p = 0,6 . Stosujac
rozktad normalny obliczy¢ przyblizone warto$ci prawdopodobienstw:

(@) P(X <10), (b) P(X <15), (c) P(20< X <25),

5.18 Zmienna losowa X ma rozktad Bernoulliego o parametrach n, p. Stosujac rozktad
normalny obliczy¢ przyblizone wartos$ci prawdopodobiefstw:



5.18

5.19

5.20

521

5.22

5.23

(8 n=150, p=0,42; P(X =70),
(b) n=150, p=0,42; P(60< X <70),
(c) n=200, p=0,6; P(X>130).

Rzucono 1200 razy monetg. Obliczy¢ prawdopodobienstwa, ze liczba wyrzuconych ortow
byta:
(&) réwna 560, (b) wigksza niz 600 i mniejsza niz 630.

W pewnej populacji przecigtnie co czwarty czltowiek zyje dluzej niz 70 lat. Obliczy¢
prawdopodobienstwo tego, ze w losowo wybranej, z tej populacji, grupie 1000 osob liczba
tych, ktorzy przezyja wigcej niz 70 lat bedzie wigksza niz 200.

Prawdopodobienstwo urodzenia si¢ chtopca wynosi 0,5. Obliczy¢ prawdopodobienstwo,
ze wsrod 400 noworodkow liczba dziewczynek bedzie wigksza niz 195.

Prawdopodobienstwo tego, ze krwinka biata jest obojetochtonna jest réwne 0,6. Obliczy¢
prawdopodobienstwo, ze liczba obojetochtonnych krwinek biatych zawiera si¢ pomigdzy
50 a 75 na kazde 100 krwinek biatych.

Dtlugoletnie obserwacje dowiodty, ze pewien defekt genetyczny zdarza si¢ w 1 przypadku
na 1000 nowonarodzonych dzieci. Obliczy¢ prawdopodobienstwa, ze wsrod 50 000
noworodkow defektem tym dotknigte jest:

() 60 dzieci, (b) co najmniej 60 dzieci.

Efekty uboczne pewnego leku stosowanego w chorobie nadcisnieniowej dotykaja 20%
wszystkich pacjentow przyjmujacych ten lek. Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze wiecej
niz 32 pacjentdéw, sposrod 120 leczonych tym lekiem, bedzie dotknigtych jego efektami
ubocznymi.

Odpowiedzi: Odpowiedzi:

51 E(X)=10, D?(X)=25 59 (a)0,1359, (b) k = 1379,2
52 (a)0,3085, (b)0,5328 510 (a)0,9599, (b)93,71% (c) k =100,64
53 (a)0,5987, (b)0,8185 511 (a)0,3085, (b) 0,4082, (c)0,0027

54 (a)0,6915, (b)0,8413, (c) 0,2902  5.12 (a) 0,1974, (b) 0,0668

5.5
5.6
5.7
5.8

(a) 0,3050, (b)0,3446, (c)25, 2500 5.13 0,0475
(a) k=130,15, (b) k = 118,45 5.14 81,6%
() k=15, (b) k=15 5.15 0,3830
(a) 0,7734, (b) 0,2039

5.16 (a)0,1244, 0,0370, 5.20 0,9998

(b) 0,21212, 0,0372 5.21 0,6736



5.17 (a)0,0008, (b)0,1762, (c)0,1736  5.22 0,9830
5.18 (a) 0,0326, (b) 0,6115, (c)0,0643 523 (a)0,0220, (b) 0,0901
5.19 (a) 0,0017, (b) 0,4434 5.24 0,0262



6. ESTYMACJA PUNKTOWA I PRZEDZIALOWA
6.1 Obliczy¢ X, s, 82 dla nastepujacych (fikcyjnych) prob:
(a) 7 18 19 10 12
by -2 7 -3 5 6 4
(¢ 17 23 19 20 24 17 18 19 15

6.2. Cisnienie skurczowe (systoliczne) krwi w warunkach prawidlowych u oséb dorostych w
srednim wieku wynosi 100 — 140 mm Hg. 12 pacjentdow z wysokim systolicznym
ci$nieniem krwi brato udziat w badaniach nad efektywnoscig nowego leku w obnizaniu
tego cisnienia. W tabelce ponizej podane sg pomiary ci$nienia krwi przed i po 4
tygodniowym okresie leczenia nadcisnienia nowym lekiem.

Ci$nienie krwi w mm Hg

Pacjent Przed Po
1 170 152
2 168 143
3 207 182
4 182 190
5 195 170
6 203 157
7 167 180
8 172 168
9 208 198
10 152 163
11 173 173
12 185 180

Wyznaczy¢ $rednig, odchylenie standardowe i wariancje zmiany ci$nienia krwi, tj.,
roznic di =X=Yi, i=1,2, ..,12, gdzie X, Y; oznaczajg poziomy cisnienia,

odpowiednio, przed i po okresie leczenia nowym lekiem.
6.3 Z populacji generalnej pobrana zostata 50 elementowa proba. Obserwacje pewnej cechy X
na tej probie sg nastepujace:
2,1 4,4 27 325 99 9,0 2,0 6,6 3,9 1,6
14,7 9,6 16,7 7,4 8,2 19,2 6,9 4,3 3,3 1,2
4,1 18,4 0,2 6,1 13,5 7,4 0,2 8,3 0,3 1,3
14,1 1,0 2,4 24 180 87 240 1,4 8,2 5,8
1,6 3,5 11,4 18,0 26,7 3,7 126 231 5,6 0,4
= 2
(a) Wyznaczy¢ srednig, odchylenie standardowe i wariancj¢ z proby, tj. X, s, S .

. . A 2
(b) Utworzy¢ szereg rozdzielczy, a nastepnie wyznaczy¢é X, S, Sz tego szeregu.

Wskazowki. 1. Orientacyjng liczbe klas wyznaczamy ze wzoru: 1+ 3,3 logn, gdzien

jest licznoscig proby.



6.4

X X_ .
2. Orientacyjna dtugo$¢ klasy: M , | —liczbaKlas .

3. Jesli Xf, cees X|o sa srodkami klas,a Ny, ...,N| - licznosciami klas, to
- 1 0 . 1 2
X == N-X =—
n El 1l n—-1 Zi ( )

Czescig pewnych badan farmaceutycznych bylo kontrolowanie wagi ciata zwierzat
doswiadczalnych. Ponizej podane sg wagi ciala (w gramach) uzytych w badaniach 50
SZCZUrow:

136 92 115 118 121 137 132 120 104 125
119 115 101 129 87 108 110 133 135 126
127 103 110 126 118 82 104 137 120 95
146 126 119 119 105 132 126 118 100 113
106 125 117 102 146 129 124 113 95 148

(a) Pogrupowac te dane w klasach:
79,5-89,5; 89,5-99,5; 99,5-109,5; 109,5-119,5;
119,5-129,5; 1295-139,5; 139,5-149,5.

- 2 .
(b) Wyznaczy¢ X, s, S bezposrednio z proby oraz z szeregu otrzymanego w pkt (a).

6.5 Wybrano losowo 100 mezczyzn z pewnej populacji, a nastepnie zmierzono ich wzrost (w

cm). Obserwacje (wyniki pomiaréw wzrostu) zapisano w postaci nast¢pujacego szeregu

Wzrost Liczba mezcezyzn
(klasy) (czestosci ;)

(154 ; 158) 10

(158 ; 162) 14

(162 ; 166) 26

(166 ; 170) 28

(170 ; 174) 12

(174, 178) 8

(178 ; 182) 2

2

Wyznaczy¢ X, s, S .

6.6 Wyznaczy¢ $rednia, odchylenie standardowe i wariancje¢ z nastgpujacej (fikcyjnej) proby,

pogrupowanej w klasach



X N
(0;4) 17
(4;8) 23
(8;12) 15
(12 ; 16) 11
(16 ; 20) 8
(20 ; 24) 6
6.7 W ponizszej tabelce obserwacje (fikcyjnej) proby sa pogrupowane w jedno-wartosciowych
klasach:
Klasy Czestosci
0 12
1 40
2 30
3 15
4 3

- 2
Wyznaczy¢ X, s, S .

6.8 Dane sa nastgpujace obserwacje pewnej cechy X:

w o N o -
Wk = M~O
gl P W W w
NN P PN
P A DN W W
o 01T N - Ol
R WL 01w
N O WO
oo BEDN
o~ O B~ N

() Pogrupowa¢ dane obserwacje w jedno-warto$ciowych klasach.

- 2
(b) Wyznaczy¢ X, s, S .

6.9 Dane sg nastgpujgce liczby mikroorganizmow w 100 probkach wody z pewnego zbiornika

Liczba
mikroorganizmoéw CzestoSci
w probce wody
0 15
1 30
2 25
3 20
4 5
5 4
6 1

_ 2
Wyznaczy¢ X, s, S .



6.10 Cecha X ma w danej populacji generalnej rozktad normalny o odchyleniu standardowym

6.11

o =1,2. Z populacji pobrano 64 elementowa probe i wyznaczono $rednig X = 70,5

obserwacji cechy X.

(a) Wyznaczy¢ przedziaty ufnosci dla wartosci przecigtnej cechy X na poziomie ufnosci:
(i) 1-a=0,90, (i) 1-ax=0,95, (iii) 1-a=0,99.

(b) Wyjasni¢ zmiane dtugosci przedziatu ufnosci wraz ze zmiang poziomu ufnosci.

Cecha X ma w danej populacji generalnej rozktad N(u ; 4,45). Pobrano probe z tej
populacji i wyznaczono $rednig obserwacji cechy X: X = 30,82 .

() Wyznaczy¢ 95% (tj. na poziomie ufnosci 0,95), przedziat ufnosci dla wartosci
przecigtnej cechy X przy zatozeniu, ze:
(i) n=36, (i) n=64, (iii)) n=100.
(b) Wyjasni¢ zmiane dtugosci przedziatu ufnosci wraz ze zmiang licznosci proby.

6.12 W pewnym eksperymencie chemicznym bada si¢ ilo$¢ substancji wydzielajacej si¢ w toku

do$wiadczenia. Przeprowadzono 26 niezaleznych doswiadczen 1 otrzymano w nich
nastepujace wyniki (w mg):

285 339 439 262 372 149 275 452 320 460 392 272 263
379 309 358 416 454 400 315 373 370 203 505 372 249

Przyjmujac rozktad ilosci wydzielonej substancji za normalny o odchyleniu
standardowym o =90, wyznaczy¢ przedzial ufnoéci dla niewiadomej warto$ci
przecigtnej. Przyjac¢ poziom ufnosci:

(@) 1-a=0,95, (b) 1-a=0,99.

6.13 W zwiazku z zapotrzebowaniem Banku Krwi przeprowadzono w wybranej losowo grupie

6.14

6.15

6.16

500 kandydatow na honorowych dawcow badanie czgstosci wystepowania grupy krwi A
oraz B. Okazato si¢, ze 200 osob ma grup¢ krwi A, natomiast 93 grupe B. Na poziomie
ufnosci 0,9 zbuduj przedzialy dla czgstosci wystepowania tych grup krwi.

Z 20000 osob zamieszkujacych rejon objety dzialaniem przychodni rejonowe;j
wylosowano 2500 osob, wsrdd ktorych 655 zachorowato na grype. Zbuduj 95% przedziat
ufnosci dla frakcji chorujacych na grype w badanej populacji.

W 10-osobowej losowo wybranej grupie studentdéw zmierzono czas rozwigzywania
pewnego problemu matematycznego. Otrzymano nastgpujace wyniki (w minutach):

25 16 12 10 12 21 25 20 18 15

Na poziomie ufnosci 1—a =0,90 wyznaczy¢ przedziat ufnosci dla warto$ci przecietnej

czasu rozwigzywania tego problemu. Zakladamy, ze rozktad czasu rozwigzywania
problemu jest normalny.

W pewnym dos$wiadczeniu farmakologicznym bada si¢ st¢zenie kreatyniny we krwi
krolikéw. Dokonano 9 oznaczen na wylosowanych zwierzgtach. Otrzymano nastepujace
wyniki (w odpowiednich jednostkach):

20 17 18 12 15 14 20 12 16



Na poziomie ufnosci 1-a =0,99 wyznaczy¢ przedziat ufnosci dla wartosci przecigtne;j
stezenia kreatyniny. Warto$ci stezenie kreatyniny we krwi krolikow podlegaja
rozktadowi normalnemu.

6.17 Zmierzono zawarto$¢ witaminy C w 17 probkach soku pomidorowego. Otrzymano
nastepujace wartosci (w mg na 100 g soku):

16 22 20 23 21 19 15 13 23
17 20 29 18 22 16 25 20

Na poziomie ufnosci 1-a=0,99 wyznaczy¢ przedziat ufnosci dla przecigtnej

zawartosci witaminy C. Zakladamy, ze zawarto$¢ witaminy C w soku pomidorowym ma
rozktad normalny.

6.18 W celu oszacowania przecigtnej warto$ci czasu poswiecanego tygodniowo przez
studentow pewnej uczelni na studiowanie w czytelni bibliotecznej, wylosowano
niezaleznie probe 132 studentow 1 otrzymano nastgpujace wyniki (w godzinach):

Czas Liczba studentow
(0;2) 10

(2;4) 28

(4;6) 42

(6;8) 30
(8;10) 15
(10;12) 7

Na poziomie ufnosci 1—a =0,90 wyznaczy¢ przedziat ufnosci dla przecigtnej wartosci
czasu studiowania w czytelni w ciggu tygodnia.

6.19 W badaniach nad przypadkami pewnej rzadkiej choroby wyznaczono rozkiad wieku
chorych na obszarze wystepowania choroby w ciggu 1 roku. Obserwacje pogrupowano
w klasach w nastepujacy sposob:

Wiek w latach Liczba chorych
(5;14) 5
(15 ; 24) 10
(25 ; 34) 20
(35 ; 44) 22
(45 ; 54) 13
(55 ; 64) 5

Wyznaczy¢ 90% 1 95% przedziaty ufnosci dla wartosci przecigtnej wieku chorych.



6.20 Obserwacje cechy X na 60 elementowej probie wylosowanej z populacji generalnej
pogrupowano w klasach jak ponizej:

Klasy Czestosci

45 - 95

95 — 145 4
145 - 195 10
195 — 24,5 18
245 — 29,5 16
295 — 34,5 6
34,5 — 39,5 4

Na poziomach ufnosci 1-a=0,95 i 1-a=0,99 wyznaczy¢ przedziaty ufnosci dla
wartos$ci przecigtnej rozktadu cechy X.
6.21 Wylosowano 50 studentow sposrdod studentéw ktodrzy zdali egzamin z matematyki. Liczby

uzyskanych przez nich punktow z przedmiotu w catym semestrze byty nastepujace:

69 68 53 51 86 68 94 53 75 56

85 68 50 70 50 90 53 76 53 50

61 60 68 62 78 83 50 99 69 69

84 50 86 92 52 70 63 97 67 54

59 79 76 75 55 74 73 70 71 95

(a) Na poziomie ufnosci 1-a=0,95 wyznaczy¢ przedzial ufnosci dla wartosci
przecigtnej liczby punktow z przedmiotu.
(b) Pogrupowa¢ dane w klasach:

495-59,5 595-695 695-795 795-895 895-995

a nastepnie wyznaczy¢ przedziat ufnosci dla wartosci przecigtnej liczby punktow.
Zaktadany poziom ufnosci 1-a=0,95. Porownaé otrzymany wynik z wynikiem

otrzymanym w pkt. (a).
6.22 W pewnej populacji cecha X ma rozktad normalny. Z populacji tej wylosowano probg o
licznosci n, wyznaczono obserwacje cechy X na tej probie i obliczono wariancje (z proby)
2
S =17. Wyznaczy¢ 95% przedzial ufnosci dla wariancji przy zalozeniu, ze:
(@ n=10, (b) n=16, (c) n=22.

Wyjasni¢ zmiany w przedziale ufno$ci wraz ze zmiang licznosci proby.

6.23 Dla zbadania cechy X wylosowano 20 elementowg probe¢ i wyznaczono obserwacje cechy

X na elementach tej proby oraz wariancj¢ (z proby) s? =25, Wyznaczy¢ przedziat
ufnos$ci dla wariancji przyjmujac nastgpujace poziomy ufnosci:
(@ 1-a=0,90, (b) 1-a=0,95, (c) 1-a=0,99.

Wyjasni¢ zmiany w przedziale ufnosci wraz ze zmiang poziomu ufnosci. Zaktadamy, ze
rozklad cechy jest normalny.



6.24 Wykonano oznaczenia hemoglobiny 16 zwierzat narazonych na zatrucie zwigzkami
chemicznymi. Otrzymano nastgpujace wartosci:

156 148 144 166 138 140 173 174
18,6 16,2 14,7 157 164 139 148 175

Wyznaczy¢ 90% 1 98% przedziaty ufnosci dla wariancji i odchylenia standardowego.
Warto$ci oznaczen hemoglobiny podlegaja rozktadowi normalnemu.

6.25 Czas trwania pewnej reakcji chemicznej jest zmienng losowa o rozkladzie normalnym.

Dokonano 10 pomiaréw czasu trwania tej reakcji 1 otrzymano nastepujace wyniki (w
sekundach):

80 84 78 79 82 84 81 77 82 80
Na poziomie ufnosci 1-—a =0,95 wyznaczy¢ przedzialy ufnosci dla:

(a) wartosci przecigtnej, (b) odchylenia standardowego.

6.26 Dla zbadania rozktadu cechy X wylosowano 100 elementowa probe z populacji generalnej,
wyznaczono obserwacje cechy X a nastepnie pogrupowano je w klasach jak nastepuje:

Klasy Czestosci
11-13 6
13-15 14
15-17 50
17-19 15
19-21 10
21 -23 5

Na poziomie ufnosci 1-a=0,95 wyznaczy¢ przedzialy ufnosci dla odchylenia
standardowego i wariancji cechy X.

6.27 W celu oszacowania udziatu kredytobiorcéw zalegajgcych ze sptatg zadtuzenia personel
banku wylosowat prébe 120 kont kredytobiorcédw stwierdzajgc, ze opdznienia w sptacie
kredytu nastgpito w 33 przypadkach. Zbuduj 95% przedziat ufnosci dla frakcji kredytobiorcow
zalegajgcych ze spfatg zadtuzenia.

6.28 Fabryka zakupita nowe urzgdzenie do produkcji opakowan lekéw. Wylosowano 500
wyprodukowanych przez te maszyne opakowan i okazato sie, ze 20 z nich nie spetnia norm.
Zbuduj 95% przedziat ufnosci dla wadliwosci. Jak liczng prébe nalezatoby pobraé, aby méc
oszacowac przedziatowo wadliwos¢ z doktadnoscig do 1%?

Odpowiedzi:

6.1 (a) X=132, s~517, S°=267
(b) X~2,83, s~4,26, s°~18,17



() X~1,91, s~0,29, s2~0,08

62 d =105, s ~17,80, S5 ~317

6.3 (3) X~837, s~7,68, S

(b) Przy podziale na 7 klas o dtugosci 5:

2 ~ 59,04

0;5),...,¢(30;35)

mamy n1:22,n2:14, n3:5, n4:5, n5:2, n6:1, n7:1.

Wiedy X =83, s~7,31, S°~5343

6.4 (a) TABELKA
Klasy Czestosci
79,5 — 89,5 2
89,5 — 99,5 3
99,5 — 109,5 9
109,5 — 119,5 13
119,5 — 129,5 13
129,5 — 139,5 7
139,5 — 149,5 3

65 X=166, s~581. s°~3378
66 X=940. s~614, s’~37.71
67 X=157, s~099, s°~0,97

6.8 (a) TABELKA

Obserwacje

Czestosci

~N o ok w N O

6
10
9
1

[EEN

7
4
2
1

69 X=186, s~135, S°~182

6.10 () (i) (69,02;71,98),
6.11 () (i) (29,37;32,27),
6.12 (a) (310,91 ;380,09),
6.13

6.14

(b) Bezposrednio z proby:
X =117,88, s~1515, s~
229,37
Z szeregu:
X=1175, s~1446, s°~

209,18

(b) X =256, s~1,75, $°~3,07

(i) (68,75:72,26), (iii) (68,18;72,82)

(i) (29,73:31,91), (i) (29,95 :31,69)
(b) (299,96 ; 391,04)



6.15 (14,31 ; 20,49)
6.16 (1,26 ; 1,94)
6.17 (17,12 ; 22,76)
6.18 (5,14 ; 5,86)
6.19 90%: (32,78:;37,68), 95%: (32,30 :38,16)
6.20 0,95: (21,56:2510), 0,99: (21,00 ;25,60)
6.21 (a) X=69,18, s~14,27, u: (6522:73,14)
(b) X=69,5, s~1344, u: (6577 ;73,23)
6.22 (a) (8,04:56,67), (b) (9,28;40,73), (c) (10,06 ;34,73)
6.23 (a) (15,76 ; 46,94), (b) (14,46:53,31), (c) (12,31 69,44)
6.24 90% o2: (1,31:450), o: (1,14:2,12)
98% o 2: (1,07:6,25), o: (1,03:2,50)

6.25 X=80,7, s~236, s>~557, u: (79,01;82,39), o: (1,62;4,31)
6.26 o: (2,03:2,68), o2: (412;7,18)

6.27
6.28



7. WERYFIKACJA HIPOTEZ DLA JEDNEJ ZMIENNEJ

7.1a Dana jest proba losowe — obserwacje cechy X. Stosujac test Shapiro-Wilka
zweryfikowaé przypuszczenie, na poziomie istotnosci  « = 0,05, ze cecha X ma

rozktad normalny.
Obserwacje cechy X: 154, 438, 374, 305, 434, 453, 466, 551, 250, 190.

7.1b Obserwacje cechy X : 416, 400, 373, 203, 372, 285 263, 309
Poziom istotnosci a =0,05.

7.2 Cecha X w populacji generalnej ma rozktad N ( y7e 5) . Dla dowodu, ze warto$¢ przeci¢tna

cechy X: u# 30, pobrano z populacji probe o licznosci n =36 i wyznaczono $rednig z
obserwacji cechy X na tej probie: X =32. Sformutowaé i przetestowaé odpowiednie
hipotezy statystyczne na poziomie istotnosci:

(@ «=010; (b) «=0,05; (c) a=0,01,

Wyjasni¢ wplyw zmiany poziomu istotno$ci na podjgte decyzje konczace proces
weryfikacji hipotez.

7.3 Cecha X marozktad N (,u ; 10) . Postawiono nastepujace hipotezy dotyczace wartosci
przecigtnej u cechy X
Hy: =9, Hytu>95.
Dla weryfikacji postawionych hipotez na poziomie istotnosci « =0,05, z populacji

generalnej pobrano probe o licznosci N 1 wyznaczono $rednig z obserwacji cechy X na
tej probie: X =100 . Zaktadajac, ze

(@ n=9, (b) n=16,
zweryfikowaé postawione hipotezy 1 wyjasni¢ wplyw zmiany licznos$ci proby na podjete
decyzje.

7.4 W pewnej populacji kobiet w srednim wieku ci$nienie skurczowe krwi (w mm Hg) ma
rozktad normalny o odchyleniu standardowym o = 20 mm Hg i nieznanej wartosci
przecietnej. Srednia z obserwacji cisnienia krwi na probie losowej 100 kobiet z tej
populacji jest rowna X =135 mm Hg. Na poziomie istotnosci @ =0,05 zweryfikowaé
przypuszczenie, ze warto$¢ przecigtna cisnienia krwi w tej populacji jest mniejsza niz 138
mm Hg.

7.5 Odchylenie standardowe dtugosci czasu snu, w minutach na dobe, pacjentow pewnego
szpitala wynosi 70. Wylosowano 16 pacjentow, zmierzono dtugosci ich czasow snu i
otrzymano nast¢pujace wyniki:

435 533 393 458 525 481 324 437
348 503 383 395 416 553 500 488
Czy mozna twierdzi¢, ze przecigtna dlugos$¢ czasu snu jest rowna 8 godz. Sformutowac i

zweryfikowaé odpowiednie hipotezy na poziomie istotnosci:
(@ a=010; (b) «=0,05.



7.6 Cecha X ma w danej populacji rozktad normalny o parametrach x4, o . Na poziomie
istotnosci a =0,05 zweryfikowac hipotezy

Hy:u=16, Hy:u#16,
jesli érednia 1 odchylenie standardowe z proby o licznosci 25 wynosza odpowiednio
X=18, s=6,5.

7.7 Cecha X U N(u; o). Z populacji pobrano prébe o licznosci n = 16 i wyznaczono X =115
s =12 . Na poziomie istotno$ci o = 0,01 zweryfikowa¢ hipotezy
Hy: 1 =105, H, 1 1>105.

7.8 Z pewnej populacji pobrano probg i wyznaczono wartosci badanej cechy X. Otrzymano
nastepujace wyniki:

1,4 3,6 1,7 2,0 3,3 2,8 2,9

Na poziomie istotnosci @ =0,10 zweryfikowaé przypuszczenie, ze warto$¢ przecigtna
cechy X jestrézna od 3.

7.9 Pewien pacjent przeszedt seri¢ odmiu niezaleznych testow na catkowite st¢zenie protein
zawartych we krwi. Wiadomo, ze catkowite stezenie protein nie moze by¢ ani za duze ani
za mate i1 dla osoby zdrowej (dorostej) wynosi przecigtnie 7,25 (w odpowiednich
jednostkach). Uzyskano nastgpujace wyniki testow:

7,23 7,25 7,28 7,29 7,32 7,26 7,27 7,27

Sformutowa¢ odpowiednie hipotezy dla wartosci przecigtnej 1 zweryfikowac je na
poziomie istotnosci a =0,05,

7.10 Wykonano 10 pomiaréw czasu trwania tej reakcji 1 otrzymano nastgpujace wyniki
(w sekundach):

80 84 78 79 82 84 81 77 82 80
Na poziomie istotnosci o =0,01 zweryfikowaé przypuszczenie, ze przecietny czas

trwania tej reakcji jest:
(@) rézny od 83, (b) mniejszy od 83.

7.11 Dla sprawdzenie przypuszczen co do wartosci przecigtnej cechy X pobrano 81 —
elementowg probe z populacji i wyznaczono X =76, s=15.Na poziomie istotnosci:
(@) a=0,01, (b) a=0,05, (c) «=0]10,

zweryfikowaé hipotezy Hg:u=73, H;1u>73.

7.12 Grupe 60 dzieci poddano badaniom na poziom inteligencji. Wyniki badan pogrupowano
w klasach jak ponizej



Poziom Liczba
inteligencji dzieci
80 -89 4
90 -99 1
100 — 109 9
110-119 23
120 -129 11
130 - 139 7
140 — 149 5

Czy wyniki te uzasadniajg przypuszczenie, ze wartos¢ przeci¢tna poziomu inteligencji
w badanej populacji dzieci jest r6zna od 120? Sformutowac i zweryfikowac
odpowiednie hipotezy statystyczne. Zaktadany poziom istotnosci o =0,05.

7.13 Zbadano stezenie cukru we krwi na czczo w grupie 100 dzieci. Otrzymano nastepujace
wyniki (pogrupowane w klasach) w mg/100 ml krwi:

Stezenie cukru Liczba dzieci
5559 16
60 — 64 20
65 — 69 34
7074 15
75-79 10
80 -84 5

Na poziomie istotnosci @ =0,05 zweryfikowa¢ hipotez¢ H: 12=62 wobec hipotezy
Hytu>62,
7.14 Dla dowodu prawdziwosci twierdzenia, ze warto$¢ przecigtna wzrostu m¢zczyzn w pewnej

populacji jest istotnie r6zna od 170 cm, wybrano losowo grupe 100 m¢zczyzn 1 zmierzono
ich wzrost. Otrzymano nast¢pujace wyniki:

Wzrost Liczba mezezyzn
(154 ; 158) 10
(158 ; 162) 14
(162 ; 166) 26
(166 ; 170) 28
(170 ; 174) 12
(174 ; 178) 8
(178 ; 182) 2

Na poziomie istotnosci « = 0,05 zweryfikowa¢ odpowiednie hipotezy statystyczne.



7.15 Z populacji pobrano 10-elementowg probe, a nastepnie wyznaczono obserwacje cechy X

na tej probie. Otrzymano nastgpujace wyniki:
7,32 7,05 7,20 7.85 6,90 7,50 7,95 6,82 7,38 7,55
Na poziomie istotnosci: (@) «=0,01, (b) «=0,05, (c) «a=010,

zweryfikowac hipoteze, ze wariancja cechy X jest wigcksza od 0,08 . Cecha X ma w danej
populacji rozktad normalny.

7.16 W pewnym do$wiadczeniu farmakologicznym badano efekt podania pewnego preparatu

7.17

7.18

7.19

na przedluzenie narkozy u zwierzat doswiadczalnych. Z populacji zwierzat poddawanych
doswiadczeniom wybrano losowo 8 zwierzat 1 wyznaczono dla nich czasy przedtuzen
narkozy (w minutach). Otrzymano nastepujgce wartosci:

6 7 2 10 7 3 5 4

Na poziomie istotnosci: (a) «=0,01, (b) «=0,05, (¢c) «=010,
zweryfikowac przypuszczenie, ze wariancja czasu przedtuzenia narkozy jest r6zna od 7.
Rozktad czasu przedtuzenia narkozy jest normalny.

Producent pewnego instrumentu pomiarowego twierdzi, ze przy postugiwaniu si¢ tym
instrumentem rozrzut bledow pomiardw jest na tyle maty, ze odchylenie standardowe nie
przekracza 0,02 jednostek miary. Dla sprawdzenia twierdzen producenta wykonano 12
niezaleznych pomiaréw tej samej wielkosci w takich samych warunkach i otrzymano
nastepujace wyniki:

5,03 504 505 5,04 502 503 507 500 504 501 501 506

Sformutowac 1 zweryfikowa¢ odpowiednie hipotezy statystyczne. Przyja¢ poziom
ufnosci a =0,01. Zaktadamy, ze wyniki pomiaréw podlegajg rozktadowi
normalnemu.

Test psychologiczny polegat na okresleniu liczby zapamigtanych elementow pewnego
rysunku. Wybrano losowo 12 dzieci szkolnych, i poddano je temu testowi. Otrzymano
nastepujace wyniki:

32 30 34 25 38 20 28 33 32 40 35 29

Na poziomie istotnoéci: (a) «=0,05, (b) a=0,10,

zweryfikowac hipoteze, ze odchylenie standardowe liczby zapamigtanych elementow w
populacji dzieci szkolnych jest wigksze niz 5. Zakladamy, ze liczba zapamigtanych
elementow podlega rozktadowi normalnemu.

Dla zbadaniu rozktadu cechy X, wylosowano z populacji 100 elementéw 1 wyznaczono
obserwacje cechy X na tej probie. Otrzymano nastgpujace wyniki (pogrupowane w
klasach):

Przedzialy | 17 _13  13-15 15-17 17-19 19-21  21-23

Czgstosci 6 14 30 30 13 7




Zakladajac, ze rozktad cechy X jest normalny zweryfikowa¢ hipoteze, ze wariancja X jest
wieksza niz 5. Przyja¢ poziom istotnosci a =0,05.

7.20 Wozrost mezczyzn w pewnej populacji podlega rozktadowi normalnemu. Dla zbadania
wariancji rozktadu wylosowano probe 100 mezczyzn, wyznaczono ich wzrost, a wyniki
pogrupowano w klasach jak ponizej w tabelce:

Wozrost Liczba mezczyzn
154 — 158 10
158 — 162 14
162 — 166 26
166 — 170 28
170 - 174 12
174 - 178 8
178 — 182 2

Na poziomie istotnosci: (@) a=0,01, (b) a=0,05,
zweryfikowaé przypuszczenie, Ze wariancja jest rozna od 25.

7.21 W punkcie szczepien 400 osobom podano szczepionke i u 154 zaobserwowano odczyn
dodatni. Na poziomie istotnosci 0,1 zweryfikowac hipotezg, ze wigcej niz 35% o0sob reaguje
na t¢ szczepionk¢ dodatnio.

7.22 Prowadzono badania dotyczace $ciggania na egzaminach. Z populacji wszystkich
studentow wylosowano probe 250 oséb i okazato sie, ze 8 osdb Sciggato. Na poziomie
istotnosci 0,01 zweryfikuj hipoteze, ze procent Sciggajgcych w populacji nie przekracza 4%.

7.23 Partia polityczna X twierdzi, ze ma ponad 35% poparcie. Wylosowano 1200
respondentow, z ktérych 450 popierato partie X. Na poziomie istotnosci 0,1 zweryfikuj
prawdziwos¢ tego stwierdzenia.

Odpowiedzi:

7.1a s~131,05. Warto$¢ stat. test. W~ 0,938, Obsz. kryt. K =(0;0,842).

Nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy, ze cecha X ma rozktad normalny

7.1b s~74,59. Wartosé stat. test. W~ 0,938, Obsz. kryt. K =(0;0,818).
Nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy, ze cecha X ma rozktad normalny
7.2 Warto$¢ stat. test. u=2,4.
(a) Obsz. kryt.: K= (—OO ;=1 64>u<1, 64; +0). Hy nalezy odrzuci¢ i przyja¢ H; .
(b) Obsz. kryt.: K =(—0;-1,96)(1,96;+). Hy nalezy odrzucié i przyja¢ Hj .
(c) Obsz. kryt.: K= (—oo ; —2,58>U<2,58;+°O) . Nie ma podstaw do odrzucenia Hy .
Jn

7.3 Obsz. kryt.: K=(1,64; + o). Wartos$¢ stat. test. U =



(a) Nie ma podstaw do odrzucenia Hy . (b) H, nalezy odrzuci¢ i przyja¢ H, .

74 Hy:p=138 , Hjt 4<138, u=-15, K= (-0;-164).
Nie ma podstaw do przypuszczenia, ze warto$¢ przecigtna skurczowego ci$nienia krwi

jest mniejsza niz 138 mm Hg.

7.5 | etap Sprawdzenie zgodnosci z rozktadem normalnym: s? 4629,6667 . Wartos¢ stat.
test. w~ 0,969

(a) Obsz. kryt. K =(0;0,906). (b) Obsz. kryt. K =(0;0,887),

Nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy, ze cecha X ma rozktad normalny.
Il etap

Hy: #=480, H,:u#480  X=44825, u~-181.
(@) Obsz. kryt.: K =(—00;—1,64>u<1,64;+oo). Hy nalezy odrzucié¢ i przyja¢ H .
(b) Obsz. kryt.: K =(-0;-1,96)\(1,96;+). Nie ma podstaw do odrzucenia Hy, .

7.6 Warto$¢ stat. test. t~1,54. Obsz. kryt.: K= (—OO ; —2,06> U<2,06 ; +00).

Nie ma podstaw do odrzucenia H .

7.7 Warto$¢ stat. test. t~ 3,33. Obsz. kryt.: K= (2,60 ; + «).
Hy nalezy odrzuci¢ i przyja¢ H, .

7.8 | etap Sprawdzenie zgodnosci z rozktadem normalnym: S ~ 0,84 . Wartos¢ stat. test.
w=~0,928. Obsz. kryt. K =(0;0,838).

Nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy, ze cecha X ma rozktad normalny.

Il etap

Ho:u=3, Hjt u#3, X~253, s~084. Warto$¢ stat. test. t~—1,48.

Obsz. kryt.: K= (-0 ;—-1,94) U(1,94; + ). Nie ma podstaw do odrzucenia H .

7.9 | etap Sprawdzenie zgodnosci z rozktadem normalnym: S~ 0,0355. Warto$¢ stat.

test. W~0,894. Obsz. kryt. K =(0;0,818).

Nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy, ze cecha X ma rozktad normalny.
Il etap

Hy: 4=725, H:u#725; X~7271, s~0027.
Wartos¢ stat. test. t~ 2,20 . Obsz. kryt.: K =(-o0;-2,36) U<2,36 ; +00).

Nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy H, tzn., ze calkowite stezenie protein pacjenta

przechodzacego seri¢ testow nie rozni si¢ istotnie od normy.

7.10 | etap Sprawdzenie zgodnosci z rozktadem normalnym: S~ 2,36. Warto$¢ stat. test.
w~0,955. Obsz. kryt. K =(0;0,781) .

Nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy, ze cecha X ma rozktad normalny



Il etap
X =~ 80,7 . Warto$¢ stat. test. t~-3,08 .

(a) Obsz. kryt.: K =(—w0;-3,25)(3,25;+0). Nie ma podstaw do odrzucenia Hy, .
(b) Obsz. kryt.: K= (-0 ;-2,82). H, nalezy odrzuci¢ i przyja¢ Hj.

7.11 Wartos¢ stat. test. z = 1,8.
(a) Obsz. kryt.: K =(2,33; + ). Nie ma podstaw do odrzucenia H .
(b) Obsz. kryt.: K=(1,64;+x). Hj nalezy odrzuci¢ i przyja¢c Hj.
(c) Obsz. kryt.: K=(1,28; + ). H, nalezy odrzuci¢ i przyja¢ H,.

7.12 H0 cu=120, Hy: u#120, X~11733, s~14,74. Warto$¢ stat. test. z~—1,40.
Obsz. kryt.: K =(—o0;-1,96)(1,96;+w) . Nie ma podstaw do odrzucenia H,, .
7.13 X=669, s~6,82. Wartos$¢ stat. test. z~7,18.
Obsz. kryt.: K =(1,64; + ). Hj nalezy odrzuci¢ i przyja¢ H; .
7.14 Hy: u=170, H: u#170, X=166, s~581.
Warto$¢ stat. test. z~—6,88 . Obsz. kryt.: K =(—o0; —1,96>U<1,96 ,+00) .

Warto$¢ przecigtna wzrostu mezczyzn w badanej populacji jest istotnie rézna od 170 cm.

715 Hy: 02=008, H;: o°>008 . Wartos¢ stat. test.: y= 15,75
(a) Obsz. kryt.: K= (21,67 ; + ) . Nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy H, .
(b) Obsz. kryt.: K= (16,92 ; + o) . Nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy H .

(c) Obsz. kryt.: K= (14,68 ; + o) . Hipotez¢ H nalezy odrzuci¢ i przyja¢ H; .

7.16 HOZ 0'2 =10 , Hli 0'2 #10 . Warto$¢ stat. test.: y~4,6.
(a) Obsz. kryt.: K=(0;0,99) L (20,28 ; + o) . Nie ma podstaw do odrzucenia H .
(b) Obsz. kryt.: K=(0;1,69) U (16,01 ; + ) . Nie ma podstaw do odrzucenia Hy.
(c) Obsz. kryt.: K=(0;2,17) U (14,07 ; + ) . Nie ma podstaw do odrzucenia Hy.

7.17 Hy: o?=0,02% H,: o”>0,02° . Warto§¢ stat. test. y=12,1.
Obsz. kryt.: K= (24,73 ; +o) . Nie ma podstaw do odrzucenia twierdzen producenta.

718 Hy: o=5, H;: o>5 . Warto$¢ stat. test.: y=~13,23.
(a) Obsz. kryt.: K= (19,68 ; + o) . Nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy H, .
(b) Obsz. kryt.: K= (17,28 ; + «) . Nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy H, .

7.19 Hy: o2 =5 , Hy: o2 >5 . S~ 2,52, Warto$¢ stat. test.: Z~1,80,



Obsz. kryt.: K= (1,64 ;+x). Hj nalezy odrzuci¢ i przyja¢ H; .

720 Hy: 02=25, Hy: o° #25. s~58L. Warto stat. test: 2~2,29.
(a) Obsz. kryt.: K= (—oo ;—2,58) u<2,58 ;+00) . Nie ma podstaw do odrzucenia Hp .
(b) Obsz. kryt.: K =(—0;-1,96)(1,96;+00). Hy nalezy odrzuci¢ i przyja¢ H,



8. WERYFIKACJA HIPOTEZ DLA DWOCH ZMIENNYCH ZALEZNYCH

8.1 W badaniach nad skuteczno$cia nowego leku w obnizaniu ci$nienia tetniczego krwi,
wybrano losowo 7 pacjentow, ktorym podawano testowany lek przez okres 2 tygodni.
Zmierzono cisnienie kazdemu z pacjentow przed podaniem leku i po zakonczeniu
leczenia. Otrzymano nastgpujace wyniki:

Pacjent Przed leczeniem Po leczeniu
1 210 180
2 180 160
3 260 220
4 270 260
5 190 200
6 250 230
7 180 180

Na poziomie istotnosci a = 0,05 zweryfikowac twierdzenie producenta nowego leku, ze
lek ten powoduje spadek przecigtnej wartosci cisnienia tetniczego krwi.

8.2 Awitaminoza B;, zwana tez anemig (niedokrwistoscig) ztosliwa jest spowodowana
uposledzong absorpcja witaminy B,,. Jednym z objawéw anemii jest zmniejszenie

zawarto$ci hemoglobiny w jednostce objetosci krwi. Prawidtowe stezenie hemoglobiny
we krwi czlowieka wynosi 150 — 160 g/l . W badaniach nad skutecznoscig leczenia

anemii ztosliwej witaming By, wybrano losowo 6 pacjentow chorych na t¢ chorobe.

Zmierzono stezenia hemoglobiny we krwi tych chorych przed leczeniem i1 po zakonczeniu
leczenia witaming B;, . Otrzymano nastepujace wyniki:

Pacjent Przed leczeniem Po leczeniu
1 122 130
2 113 134
3 147 160
4 114 136
5 115 140
6 127 138

Na poziomie istotnosci & = 0,05 sprawdzi¢, czy leczenie anemii ztosliwej witaming B, ,
byto skuteczne. Wartosci stezenia hemoglobiny podlegaja rozkladowi normalnemu.

8.3 Losowo wybranych 8 kobiet stosowato, przez okres 1 miesigca, nowa diet¢ odchudzajaca.
Wage, bioracych udzial w eksperymencie, kobiet podaje ponizsza tabelka.

Numer kOblety 1 2 3 4 5 6 7 8
Waga przed dietg 57,6 | 58,9 | 51,7 | 63,0 | 68,0 | 66,6 | 75,7 | 69,3
Waga po diecie 55,2 | 544 | 56,6 | 59,8 | 65,3 | 62,5 | 78,3 | 68,9

Na poziomie istotnosci & =0,05 zbada¢ skuteczno$¢ nowej diety. Zaktadamy, ze
rozktad wagi ciala jest rozktadem normalnym.



8.4 12 o0s6b uczestniczylo w eksperymencie polegajacym na zbadaniu, czy pewna dieta
pofaczona z programem ¢wiczen fizycznych powoduje spadek st¢zenia cholesterolu.
Ponizsza tabelka podaje stg¢zenie cholesterolu przed 1 po zakonczeniu eksperymentu.

STEZENIE CHOLESTEROLU

Numer |Przed Po

osoby eksperymentem | eksperymencie
1 201 200
2 231 236
3 221 216
4 260 233
5 228 224
6 237 216
7 326 296
8 235 195
9 240 207
10 267 247
11 284 210
12 201 209

Czy dane potwierdzaja hipoteze, ze dieta potagczona z programem ¢wiczen fizycznych
powoduje obnizenie stezenia cholesterolu. Przyjac poziom istotno$ci o =0,05,

8.5 W badaniach nad szkodliwos$cig palenia papierosow dla ptodu ludzkiego zmierzono
procentowg zawarto$¢ hemoglobiny tlenko—weglowej we krwi 10 ci¢zarnych kobiet
przed i po wypaleniu papierosa. Otrzymano nastepujace wyniki

ZAWARTOSC HEMOGLOBINY

ll(\loubr;;et; Przed Po
1 1,2 7,6
2 14 4,0
3 15 50
4 2,4 6,3
5 3,6 5,6
6 0,5 6,0
7 2,0 6,4
8 15 5,0
9 1,0 4,2
10 1,7 5,2




Zbada¢ czy wzrost procentowej zawartosci hemoglobiny, po wypaleniu papierosa, jest

statystycznie istotny. Przyja¢ poziom istotnosci

a =0,01. Procentowa zawarto$é

hemoglobiny tlenko—wgglowej we krwi podlega rozktadowi normalnemu.

8.6 W badaniach nad mozliwymi uszkodzeniami mozgu z powodu alkoholizmu analizowano,
za pomoca tomografii komputerowej, gestosci mozgu u 11 chronicznych alkoholikow.
Dla kazdego z tych alkoholikéw wyselekcjonowano osobg¢ (kontrolng), nie pijaca, o tym
samym wieku, pici, wyksztalceniu i innych cechach, tzn. wyselekcjonowano grupe
kontrolng 11 o0séb przy czym sposob selekcji uzasadnia traktowanie obu grup:
alkoholikéw 1 kontrolnej jako préb zaleznych. Miary gesto$ci mézgdéw w obu grupach

8.7

podaje ponizsza tabelka.

Numer Grupa Grupa
pary alkoholikow kontrolna
1 40,1 41,3
2 38,5 40,2
3 36,9 37,4
4 41,4 43,1
5 40,6 43,9
6 42,3 41,9
7 37,2 39,9
8 38,6 40,4
9 38,5 38,6
10 38,4 38,1
11 38,1 39,5

Zaktadajac, ze miary gestosci mozgdw podlegaja rozktadowi normalnemu, zweryfikowac
hipoteze, ze naduzywanie alkoholu wplywa w istotny sposéb na rozmigkczanie mézgu.
Przyja¢ poziom istotnosci o = 0,01,

Zmierzono czas reakcji na pewien bodziec u 8 kierowcow badanych w pracowni
psychotechnicznej przed i w 15 minut po wypiciu 100 g 45% alkoholu. Czasy reakcji, w
sekundach, podane sg w tabelce.

Numer Przed wypiciem Po wypiciu
kierowcy alkoholu alkoholu

1 0,28 0,28

2 0,18 0,25

3 0,16 0,20

4 0,19 0,30

5 0,20 0,19

6 0,23 0,26

7 0,17 0,28

8 0,25 0,24




Na poziomie istotnosci a =0,05 zweryfikowaé hipotezg, ze alkohol zwigksza czas
reakcji na bodziec. Czasy reakcji podlegaja rozktadom normalnym.

8.1 I etap Sprawdzenie zgodnosci z rozktadem normalnym: Sy ~17,18 . Warto$¢ stat. test.
w = 0,980. Obsz. kryt. K = (0; 0,803).
Nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy, ze cecha X ma rozktad normalny
Illetap Hy: pp=0, H;ipuy>0.
Wartos¢ stat. test.: t~ 2,42, (d_ ~1571 , sp ~17,18).
Obsz. kryt.: K =(1,94 ; + ) . Hipotezg zerowa H nalezy odrzuci¢ i przyja¢ hipoteze

alternatywng H, . Nowy lek powoduje spadek przecigtnej wartosci cisnienia tetniczego
Krwi.

8.2 Hj: ,uD:O, Hy o pp <0 .
Warto$¢ stat. test.: t~—5,93, (d_ ~-16,67 |, Sp * 6,89).
Obsz. kryt.: K= (-0 ;-2,02). Hy nalezy odrzuci¢ i przyjaé hipoteze H, .

Leczenie anemii zto$liwej witaming B 19 bylto skuteczne.

83 Hy:up=0, H;:uy>0 . Wartos stat. test.: t~ 1,03, (d =1,225, Sp = 3,365).

Obsz. kryt.: K=(1,89 ; + ) . Nie ma podstaw do twierdzen, ze nowa dieta jest
skuteczna.

8.4 | etap Sprawdzenie zgodnosci z rozkladem normalnym: Sy ~2313. Wartos¢ stat. test.
w = 0,919. Obsz. kryt. K =(0;0,859)
Nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy, ze cecha X ma rozktad normalny

Iletap Hy: =0, H;: pp >0 Wartos¢ stat. test.: t~ 3,02, (d ~20,17,
Sp 23,13).

Obsz. kryt.: K=(1,80; + o). Stosowanie diety potaczonej z programem ¢wiczen
fizycznych powoduje obnizenie stezenia cholesterolu.

8.5 HO: Hp =0, H,: 4p <0 . Wartos¢ stat. test.: t~—9,37, (523,85, Sp ~1,30).

Obsz. kryt.: K= (- ;—2,82). Wzrost procentu hemoglobiny tlenko-weglowe;j jest
statystycznie znaczacy.

8.6 Hy: up=0, H;:puy<0 Wartos¢ stat. test.: t=-3,48, (d ~-1,25, Sp ~119).

Obsz. kryt.: K= (—o0;—2,76) . Naduzywanie alkoholu wptywa w istotny sposob na
rozmigkczanie mozgu.

8.7 Hy:up=0, H;:uy<0 Wartoéc stat. test.: t~—2,4, (d =-0,0425, Sp ~0,05).

Obsz. kryt.: K= (-0 ;—1,89). Spozywanie alkoholu zwigksza czas reakcji na bodziec.



9. REGRESJA LINIOWA | KORELACJI
9.1 Dane sa punkty: (5, 3), (3,8), (4,4), (1,11), (2,9).
(a) Wyznaczy¢ prosta y=Dby+b, X dla ktorej wyrazenie qzi[yi _(b0+blxi )}2 osigga
warto$¢ najmniejsza (metoda najmniejszych kwadratow). :

(b) Naszkicowa¢ dane punkty i wyznaczong prostg na tym samym rysunku.
(c) Sprawdz zatozenie normalnosci reszt;

(d) Przeanalizuj wykres rozrzutu reszt wzgledem wartosci przewidywanych.

9.2 Dane sa punkty: (3,2), (5,3), (6,4), (8,6), (9,5), (11, 28).
() Wyznaczy¢ prostg y = b0 + b1 X najlepiej dopasowang do danych punktow w sensie
metody najmniejszych kwadratow.
(b) Sporzadzi¢ wykres danych punktéw i wyznaczonej prostej na tym samym rysunku.
9.3 Dane sg nastepujgce obserwacje zmiennej losowej zaleznej Y i zmiennej losowej
niezaleznej X

X | 10 10 15 20 20 25 30 30 30 36 40 472
y | 32 34 42 42 50 54 65 68 72 88 92 95

(2) Metoda najmniejszych kwadratow wyznaczy¢ prostg najlepiej dopasowang do
danych.
(b) Sporzadzi¢ wykres rozproszenia punktow (X;, ;) oraz wyznaczonej prostej na tym
samym rysunku.

9.4 W pewnym do$wiadczeniu farmakologicznym bada si¢ wplyw leku hipotensyjnego na
ci$nienie tetnicze krwi zwierzat doswiadczalnych. Podano 10 réznej wielkosci dawek (w

mg/kg wagi ciata) tego leku — cecha X, i otrzymano nastepujace spadki ci$nienia
tetniczego krwi (w mm Hg) — cecha Y

X|0,1 02 03 04 05 06 07 08 09 10
y | 15 5 15 3% 25 30 55 65 65 55

(a) Wyznaczy¢ prostg regresji Y wzgledem X.
(b) Sporzadzi¢ wykres rozproszenia punktow (X;, Y;) oraz prostej regresji na tym samym
rysunku.

(c) Okresli¢ procent zaobserwowanej zmiennosci Y wyjasnionej jej zaleznoscig liniowa
wzgledem zmiennej X.
(d) Przeanalizuj wykres rozrzutu reszt wzgledem wartosci przewidywanych.

9.5 Dla proby losowej 12 kobiet (z pewnej populacji) wyznaczono obserwacje cechy X —wieku
i cechy Y — ci$nienia skurczowego krwi. Wyniki podane sg w tabelce:



x| 56 4 72 36 63 47 55 49 38 42 68 60
y | 147 125 160 118 149 128 150 145 115 140 152 155

(a) Wyznaczy¢ prosta regresji Y wzgledem X.
(c) Podac¢ prognoze wartosci ci$nienia krwi dla kobiety w wieku 45 lat.

9.6 W pewnej grupie zwierzat doswiadczalnych obserwowano wzrost procentu zarazonych
pewng chorobg zwierzat (Y) na przestrzeni tygodnia (X) i otrzymano nast¢pujgce wyniki:
x |1 |2 |3 | 4 |5 |6 | 7
y |2 |3 |5 |7 | 10 | 14 | 26
Wyznaczy¢ metoda najmniejszych kwadratow wyktadnicza funkcje regresji y =k-e
procentu zarazonych zwierzat wzgledem czasu. Sporzadz wykresy funkcji y = f(x) oraz
Iny = f(x).

-—mx

9.7 W pewnym doswiadczeniu farmakologicznym zbadano wptyw pewnego preparatu,
podawanego w roznych dawkach (X[mg]) doswiadczalnym gotebiom, na wzrost ci¢zaru wola
(Y[g]) tych gotebi. Otrzymano nastgpujace wyniki:

x |10 |20 |40 Tao |70 |80  |100

y |25 |42 |63 |69 |72 |77 |80
Oszacowa¢ metoda najmniejszych kwadratow parametry logarytmicznej funkcji regresji y =
kinx + m cigezaru wola wzgledem wielkosci dawki podawanego preparatu. Sporzadz wykresy
funkcji y = f(x) oraz y = f(Inx).

9.8 W pewnym doswiadczeniu fizycznym bada si¢ w pewnych warunkach kat obrotu wektora
namagnesowania (Y) pewnej probki w zaleznosci od wielko$ci ziaren tej probki (X). Z
pomiardéw otrzymano nastepujace dane liczbowe:

x |10 |20 |30 |40 |50 |60 |70 |80

y |80 |55 |35 |33 |25 [22 |17 |15

Wyznaczy¢ metoda najmniejszych kwadratéw hiperboliczng funkcje regresji y = §+ m kata
obrotu wektora namagnesowania wzgledem wielko$ci ziaren namagnesowanej probki.
Sporzadz wykresy funkcjiy = f(x) orazy = f (%)
9.9 W pewnym doswiadczeniu chemicznym dokonano 8 pomiarow szybkos$ci rozpuszczania
si¢ powloki srebrnej (Y) w réznych temperaturach roztworu (X). Otrzymano nast¢pujace
wyniki:

x |14 |15 |16 |18 |20 |21 |22 |24

y 031 035 [036 [039 [040 |[042 [043 [044

Wyznaczy¢ metoda najmniejszych kwadratow potegowa funkcje regresji y = mx* szybkosci
rozpuszczania si¢ powtoki srebrnej wzgledem temperatury. Sporzadz wykresy funkcji y =
f(x) oraz Iny = f(Inx).

9.10 Dane sg nastepujace wartosci zmiennych losowych X i Y:

X | 2,0 2,1 2,5 3,0 3,5 3,9 4,0
y | 4,0 4,4 6,3 9,0 6,2 4,3 4,0

(a) Naszkicowa¢ diagram korelacyjny.



(b) Wyznaczy¢ wspotczynnik korelacji liniowe;.

9.11 Sposrod studentow pewnego wydziatu uczelni wybrano losowo 10 studentow IV roku,
a nastgpnie wyznaczono nastepujace S$rednie oceny, ktore uzyskali w sesji
egzaminacyjnej na I roku studiow — cecha X, oraz na IV roku — cecha Y :

x | 35 40 38 46 39 30 35 39 45 41
y | 42 39 38 45 42 34 38 39 46 40

(2) Na poziomie istotnosci a =0,05 zweryfikowac hipoteze, ze istnieje korelacja miedzy
wynikami studiow uzyskiwanymi przez studentow tego wydzialu na I 1 IV roku.

(b) Zweryfikowa¢ hipotez¢ Hy: p = 0,6 wobec hipotezy H; : p>08. Poziom istotnosci
a =0,05

9.12 W badaniach nad chorobami serca mierzono wage ciata (w kg) — zmienna losowa X, i
stezenie cholesterolu (w mg/dl) — zmienna losowa Y, u 12 zdrowych mezczyzn.
Otrzymano nastepujace wyniki

Waga ‘84 8 79 77 107 130 90 71 69 93 81 82

Stezenie

130 390 315 310 208 274 300 294 395 256 366 260
cholesterolu

Czy dane te uzasadniajg wniosek, ze badane zmienne losowe X, Y s3g niezalezne ?
Sformutowa¢ odpowiednie hipotezy i zweryfikowac je na poziomie istotnosci o =0,05
. Zmienne losowe X, Y podlegajg dwuwymiarowemu rozktadowi normalnemu.

9.13 Badano puls — zmienna losowa X, i skurczowe (systoliczne) cisnienie krwi — zmienna
losowa Y, u 16 dorostych 0so6b. Otrzymano nastepujace wyniki

X y X y
70 112 58 117
74 126 90 132
62 114 73 120
80 138 72 130
80 126 61 112
70 110 88 121
89 142 93 140
72 120 77 128

Wysunigto przypuszczenie, ze wielko§¢ skurczowego ci$nienia krwi jest niezalezna od
wielkos$ci pulsu. Na poziomie istotnosci « = 0,05 zweryfikowa¢ odpowiednie hipotezy

statystyczne. Zmienne losowe X, Y podlegaja dwuwymiarowemu rozktadowi
normalnemu.

**Zadania 9.6-9.9 pochodza ze Zbioru zadan ze statystyki medycznej Antoniego Lemanczyk



9.1 (a) y=133-21x, (b)Rys. 11
9.2 (a) y=-0,33+0,71x, (b)Rys. 12
9.3 (a) y=0,95+2,01x, (b)Rys. 13

9.4 (a) y=6636x, (X=055, y~365), (b)Rys.14, (c)82,5%
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9.10 (a)Rys. 17, (b) r~-0,015

9.11 (1) H02p=0, H :p#0, r=083.

Wartos¢ stat. test.: t=4,21,
Obsz. kryt.: >
K =(~0;-231) U(2,31;+ ).

Hipotezg¢ Hy nalezy odrzuci¢ i

przyja¢ hipoteze H,, tzn., ze istnieje

O P N W b OO O N O ©
.
.

korelacja migdzy wynikami studiow

nalilV roku.

9.11 (b) Wartosé stat. test.: Z~132. Obsz. kryt.: K =(164;+00),

Nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy H, .
9.12 HO :p=0, H;:ip=0, r~-03119. Wartos¢ stat. test.: t~-114,
Obsz. kryt.: K= (—oo;— 2,18) u<2,18;+oo). Nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy

Hy , tzn., ze nie ma podstaw do odrzucenia przypuszczenia, ze wielko$¢ wagi ciata jest

niezalezna od stezenia cholesterolu u zdrowych me¢zczyzn.

9.13 Hy:p=0, H;:p#0, r=0,73. Wartos¢ stat. test.: t~450,
Obsz. kryt.: K =(—oo;—2,14> u<2,14;+00). Hipotezg H, nalezy odrzuci¢ i przyja¢

hipoteze H, tzn., ze wielko$¢ skurczowego cisnienia krwi zalezy od wielkosci pulsu.



